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A'uant-propos 



Dans le chapitre I, j'ai retrace revolution des idees, depuis les annees 70 
jusqu'a aujourd'hui, qui ont permis de definir un cadre precis dans lequel la dualite 
electrique/magnetique a pu etre etudiee en details. Certaines des consequences 
spectaculaires de cette dualite ont fait I'objet de mes travaux de recherche. Ceux- 
ci sont resumes dans la dcrnicrc section du chapitre. Dans les chapitres II et 
III, j'ai decrit de nombreuses proprietes des theories supersynietriques et de la 
dualite electrique/magnetique, ce qui inclut une description des lagrangiens et des 
theoremes de non-renormalisation, la geometric speciale rigide, le calcul d'instantons 
supersymetrique, le phenomene de fractionnement de charge, la theorie semi-classique 
des monopoles, la dualite dans la theorie de Maxwell, la celebre solution de Seiberg 
et Witten, ainsi que plusieurs applications physiques et mathematiques, comme le 
calcul d'invariants r] d'operateurs de Dirac, le confinement des charges electriques, 
la brisure de la symetrie chirale ou les theories superconformes non-triviales a 
quatre dimensions. Certaines parties du chapitre II sont inedites, et seront publiees 
ulterieurement. 

Cette introduction est toutefois tres loin de couvrir tous les aspects de la dualite 
electrique/magnetique. Dans le cadre de la theorie des champs, je ne parlerai pas 
de la dualite a la Seiberg dans les theories A?" = 1, ni de la brisure douce de la 
supersymetrie. Je me limiterai de plus au groupe de jauge SU(2), alors que la structure 
des theories ayant un groupe de jauge de rang plus eleve est aussi tres interessante et 
tres etudiee. Je ne parlerai pas non plus des implications de la dualite a la Seiberg- 
Witten dans la theorie des varietes de dimension quatre, ou pourtant ces idees ont ete 
a la base de progres phenomenaux. Adcl Bilal et moi-meme ecrirons dans les mois qui 
viennent un article de revue qui paraitra dans les "Physics Reports" et dans lequel 
au moins certains de ces sujets seront abordes. Au-dela de la theorie des champs, la 
dualite electrique/magnetique et ses generalisations sont a I'origine d'une revolution 
conceptuelle et technique dans la theorie des supercordes. Ceci est sans doute Fun 
des aspects les plus fascinants du sujet ; il n'en sera neanmoins pas question dans ce 
memoir e. 
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La theorie quantique des champs constitue le cadre Ic plus general connu 
permettant de decrire au niveau quantique des systemes continus ayant une infinite de 
degres de liberte et un nombre fini de types de quanta. Cette theorie a done un spectre 
d' applications potentielles extraordinairement large. De la physique statistique a 
la theorie des interactions fondamentales en passant par la physique du solide ou 
I'hydrodynamique, ses succes ont ete nombreux et tres spectaculaires au cours des 
dernieres decennies. Depuis les annees 70, 1'etude approfondie de la theorie a necessite 
un rapprochement avec les mathematiques. Ce rapprochement a ete a I'origine de 
plusieurs percees spectaculaires dans les deux domaines, et fait qu'aujourd'hui ce 
champ de recherche est largement pluridisciplinaire. 

Dans la theorie des interactions fondamentales et des particules elementaires, la 
theorie quantique des champs est omnipresente. Historiquement, ceci vint certaine- 
ment du fait qu'elle constitue le cadre conceptuel le plus simple dans lequel on pent 
construire des theories quantiques relativistes. Cependant, ceci ne veut pas dire qu'elle 
joue un role fondamentalement plus important ici qu'ailleurs. Si la theorie des champs 
a domine tres largement et continue de dominer la physique theorique des particules 
elementaires plus que les autres domaines de la physique, c'est en fait essentiellement 
pour des raisons d'ordre de grandeur. Pour comprendre ceci, prenons I'exemple sui- 
vant. Comparons les domaines de validite d'un modele de theorie des champs, d'une 
part en tant que theorie de la supraconductivite, d'autre part en tant que theorie des 
particules elementaires. Dans le cas de la supraconductivite, une description en termes 
d'une theorie des champs effective a la Ginzburg-Landau permet une comprehension 
satisfaisante du phenomene. Neanmoins, la recherche d'une theorie fondamentale mi- 
croscopique allant au-dela de la theorie des champs est dans ce cas une demarche tres 
naturelle, car I'echelle de longueur caracteristique de cette theorie microscopique est 
I'echelle atomique (~ 10~-'^°m) oii des mesures experiment ales sont possibles et ou 
les lois generales de la physique sont connues. La situation est tres diflFerente pour les 
particules elementaires. Dans ce domaine, les experiences les plus ambitieuses per- 
mettent aujourd'hui de sonder la maticre a des echelles de longueur de I'ordre de 
10~^^m, et on arrivera a Llhc = 10~^°m (ou lOTev) avec le LHC d'ici quelques 
annees. Ceci est a comparer a I'echelle de Planck, Lpianck = {hG/c^)^^"^ ~ 10""^^ m, 
oil une description de I'espace-temps comme un continuum a quatre dimensions cesse 
tres certainement d'etre valable. C'est seulement a cette echelle qu'une theorie "mi- 
croscopique," au sens de la mecanique statistique, est obligatoire, et les effets directs 
de cette derniere seraient probablement deja negligeables a des echelles de longueur 
de I'ordre et superieures a I'echelle de grande unification, soit environ 10~^^ m. Ceci 
ne veut bien sur en aucun cas dire que la recherche d'une telle theorie microscopique 
soit inutile ou vaine. Les lagrangiens effectifs de la theorie des champs contiennent de 
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nombreux parametres que seul un modele microscopique peut prcvoir ; par exemple la 
longeur caracteristique de penetration du champ magnctique dans un supraconduc- 
teur (I'effet Meissner), ou la masse des bosons de jauge lourds dans le modele standard 
(le mecanisme de Higgs). De plus, la longueur de Planck est, comme on I'a suggere, 
reliee a la structure de I'espace-temps at done a la force de gravitation. Aussi est-il 
probablement inutile de chercher une theorie quantique des champs de la gravitation. 
Une theorie microscopique candidate existe, c'est la theorie des supercordes. Cette 
theorie a de multiples autres facettes au-dela de sa capacite a incorporer de maniere 
parfaitement coherente des particules de spin 2 (peut-etre le graviton) ; en partic- 
ulier, elle constitue un formidable outil technique permettant d'etudier les theories 
des champs plus traditionnelles, ainsi qu'une source d'inspiration inepuisable. 

Mais revenons a la theorie quantique des champs et a ses applications dans 
les theories des particules element aires. Les ordres de grandeur dont nous avons 
parle dans le paragraphe precedent ont des consequences encore plus profondes et 
subtiles sur le type de theorie quantique des champs qui jouent un role dans la de- 
scription du monde subatomique. On s'attend tout d'abord a ce que seules quelques 
caracteristiqucs dc la theorie fondamentale a I'echelle de la longueur de Planck Lpianck 
restent visibles disons a I'echelle Llhc- La theorie du groupe de renormalisation de 
Wilson suggere en effet que I'effet direct des operateurs dont le couplage est de di- 
mension negative* est attenue par la puissance de i^LHC /-^Planck correspondante, et 
que I'effet indirect de ces operateurs non-pertinents est de "renormaliser" les cou- 
plages des autres operateurs. Ainsi les seules theories a considerer a I'echelle Llhc 
sont-elles des theories renormalisables, c'est-a-dire ne contenant pas d'operateurs 
non-pertinents. Ceci explique aussi I'extraordinaire faiblesse de la force gravitation- 
nelle par comparaison aux trois autres interactions connues ; la gravite correspond 
en effet a des couplages non-renormalisables et done non-pertinents. De ces theories 
renormalisables, seul un petit nombre est susceptible de pouvoir etre defini de maniere 
totalement coherente au niveau quantique tout en decrivant des champs en inter- 
action. Cette sous-classe de modeles correspond aux theories asymptotiquement 
libres, pour lesquelles la constante de couplage g tend vers zero quand I'echelle de 
distance L tend elle aussi vers zero (ou quand I'echelle d'cncrgic /i = 1/L tend vers 
I'infini). Ces theories peuvent etre definies a toutes les cchcUes de longueur tout en 
correspondant a des theories en interaction a I'echelle Llhc? ce qui ne serait pas 
le cas de theories libres dans I'infrarouge pour lesquelles \im ^ ^ g{L) = (c'est 
le probleme de la trivialite). Les seules theories quantiques des champs ayant ces 

* On utilisera le plus souvent des unites oh. h = c = 1, et une quantite aura la 
dimension 1 si elle est homogene a une energie dans ces unites. Je remettrai neanmoins 
parfois les facteurs h pour eclairer la discussion physique. 
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proprictes dc renormalisabilitc ct dc liberte asymptotique a quatre dimensions sont 
les theories de jauge non-abeliennes, ct c'est un fait experimental que seules ces 
theories sont effectivement a meme de decrire la nature a I'echelle subatomique Llhc- 
La liberte asymptotique se reflete dans le comportement des quarks dans le noyau 
sonde a haute energie (par haute energie, on entend grande devant une certaine echelle 
A, qui est une caracteristique de chaque theorie non-abelienne consideree ; pour la 
chromodynamique, A = Aqcd ~ 250 Mev). 

L'etude des theories de jauge non-abeliennes a domine la physique des hautes 
energies pendant pres de deux decennies, jusque dans les annees 80. Ces recherches 
ont permis d'etablir le Modele Standard des interactions electrofaibles et fortes, qui 
reste la theorie physique la plus complete et la mieux verifiee encore aujourd'hui. 
Tous ces succes ont pu etre remportes essentiellement en raison du fait que les 
constantes de couplage des interactions sont souvent faibles, et que par consequent 
la theorie pent etre traitee en perturbation. II y a cependant toute une classe de 
phenomenes qui restent hors de portee des methodes traditionnelles perturbatives 
ou semi-classiques. Ces phenomenes sont censes etre decrits par la theorie dans 
des regimes ou le couplage est fort, car ils correspondent a une physique de basse 
energie (de I'ordre ou infcricurc a Aqcd)- Us incluent ainsi une tres grande partie 
de la physique potentiellement decrite par la chromodynamique quantique, dont 
le confinement des quarks et la brisure de la symetrie chirale. A un niveau plus 
speculatif, ce sont tres probablcmcnt des effets de couplage fort qui sont a I'origine de 
la hierarchic des masses dans le Modele Standard, et de la brisure de la supersymetrie 
si supersymetrie il y a a haute energie. Le nombre de phenomenes physiques, deja 
connus ou encore a decouvrir, potentiellement associes a la dynamique des champs 
de jauge en couplage fort, est en fait tres grand. Ces trois dernieres annees, il a enfin 
ete possible d'etudier analytiquement certains de ces phenomenes, dans le cadre de 
theories supersymetriques. Le denominateur commun de ces travaux est la dualite 
electrique/magnetique, qui relie d'une maniere subtile et inattendue les regimes de 
couplage fort et de couplage faible des theories. Les techniques perturbatives peuvent 
ainsi, indirectement, permettre d'etudier le regime non-perturbatif des theories. C'est 
dans ces nouvelles idees que mes travaux de these ont puisc Icur inspiration. Adel 
Bilal et moi-meme avons pu apprehender une physique et resoudre des problemes que 
Ton n'aurait jamais ose aborder avant les decouvertes remarquables de Sen, Seiberg 
et Witten en 1994. 
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1. Quelques aspects non-pert urbatifs des theories de jauge 

Depuis le milieu des annees 70, certains aspects non-perturbatifs des theories de 
jauge, relies a I'existence de configurations classiques des champs ayant des proprietes 
particulieres, ont ete etudies. Deux grands types de configurations interessantes 
existent. 

> Les instantons 

Dans un premier cas, alias correspondent aux solutions auto-duales ou anti auto- 
duales des equations de Yang-Mills dans un espace euclidien a quatre dimensions : 

F = ±*F. (I.l) 

Ces solutions, appclccs instantons (Belavin et al. 1975, 't Hooft 1976ab), doivcnt ctrc 
incluses dans I'intcgralc dc chemin definissant la theorie, et contribuent aux differentes 
quantites physiques par des termes en exp(— 8n7r^/(7^) (pour une contributions "a n 
instantons") caracteristiques de I'effet tunnel. Ceci est a comparer aux termes en 
g"^ generes par la serie de perturbation. Les contributions d'instantons ne sont pas 
toujours ncgligcables. Dans les theories de jauge non-abeliennes, la fonction /? est de 
la forme 

m = -^9' (1.2) 



(plus d'eventuels termes d'ordre superieur en g), et done les contributions a n 
instantons sont en 



A 



n/3o 



(1.3) 



ou n represente I'echelle d'energie des phenomenes etudies. On voit done que pour 
~ A, les contributions d'instantons doivcnt jouer un role important. 

Si les instantons ont en eff'ct joue ce role dans la comprehension qualitative 
de la physique non-perturbative de la QCD (structure du vide en onde de Bloch, 
resolution du probleme U(l)), ils n'ont pas permis d'efi'ectuer des calculs quantitatifs. 
En fait, pour calculer le prefacteur des termes en (A/|u)"^°, une integration sur la 
taille de I'instanton est necessaire et les "grands instantons" donnent en general 
une contribution infinie. On pent comprendre ce probleme en se rappclant qu'a 
grande distance, la constante de couplage tend vers I'infini, et que dans ce regime, 
meme une approximation non-perturbative mais de type semi-classique comme le 
calcul d'instantons n'est plus forcement valable. D'une maniere plus general, le 
concept meme de correction non-perturbative est difficile a definir en theorie des 
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champs. On pent tout d'abord sc dcmander quelle est la signification de contributions 
d'instantons au-dela de la serie de perturbation, alors que cette dernicre est sans 
aucun doute divergente. De plus, les techniques classiques de transformation de Borel 
ne s'appliquent pas a la QCD (c'est le probleme des renormalons), et on ne voit done 
pas comment donner un sens precis a la theorie des perturbations a tous les ordres 
dans ce cas. Nous verrons que ces problemes disparaissent dans les theories ayant des 
supersymetries etendues : les calculs d'instantons donnent des resultats finis, et la 
serie de perturbation s'arrete a une boucle. Ceci ne veut pas dire que la physique non- 
perturbative ne soit pas tres riche et complexe dans ces cas egalement. Par exemple, 
on ne salt pas a priori si la serie d'instanton converge, et si oui avec quel rayon de 
convergence. Nous reviendrons sur ces points au chapitre III. 

> Les solitons 

Le deuxieme type de configurations des champs jouant un role important dans 
la physique non-perturbative correspondent a des solutions statiques d'energie finie 
des equations du mouvement. Ces solutions, appelees solitons, correspondent dans 
la theorie quantique a de nouvelles particules, qui ne sont pas creees par les champs 
fondamentaux de la theorie, mais par des combinaisons non-locales de ces champs. 
Dans le cadre des theories de jauge non-abeliennes a quatre dimensions, de telles 
solutions solitoniques ne peuvent exister que si le champ de jauge est couple a 
des champs de matiere. On obtient alors des monopoles magnetiques et des dyons, 
particules chargees a la fois electriquement et magnetiquement, dont I'exemple 
fondamental est le monopole de 't Hooft et Polyakov ('t Hooft 1974, Polyakov 1974) 
decrit dans le prochain paragraphe. Une grande partie de mon travail de these a 
ete consacre a I'etude des proprietes de ces particules de nature non-perturbatives, 
en particulier leur stabilite au niveau quantique et leur capacite a former des etats 
lies, ceci dans le cadre des theories supersymetriques N = 2. Nous verrons que les 
solitons jouent un role crucial dans ce cas, et que la forme de la serie d'instanton 
elle-meme est largement determinee par le comportement des dyons en couplage fort. 
Notons que les monopoles magnetiques ne sont pas le seul type de soliton connu. Par 
exemple, dans certains materiaux supraconducteur, on trouve des lignes de vorticite 
oil le champ magnetique pent s'engoufFrer et qui correspondent a des solutions de la 
theorie des champs correspondante localisees autour d'une ligne (par opposition a la 
localisation autour d'un point pour les monopoles). De telles solutions jouent aussi 
un role important dans les theories non-abeliennes, puisqu'elles sont a la base de la 
comprehension du mecanisme de confinement des quarks. Nous reparlerons de ceci 
au chapitre III. 
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> Le monopole de 't Hooft et Polyakov 

Un modele simple, qui a de nombreux points communs avec les theories que 
nous etudierons dans ce memoire, est le modele de Georgi et Glashow (1972). II 
s'agit d'une theorie de jauge SU(2) dans laquelle les champs de jauge sont couples 
a un triplet de champs scalaires 0" (que nous prendrons pour I'instant reels) qui 
se transforme dans la representation adjointe du groupe de jauge. Ce triplet joue 
le role de boson de Higgs et permet de briser SU(2) en U(l). Le choix de SU(2) 
pour le groupe de jauge G n'est pas vraiment necessaire, mais il est suffisant pour 
etudier la physique associee aux monopoles magnetiques. D'une maniere generale, 
les monopoles magnetiques apparaissent des que le groupe de jauge G, qui doit etre 
connexe en plus d'etre compact, pent etre brise en un sous-groupe H connexe.* 
La charge magnetiquc "topologique" est alors dcfinie comme etant un element de 
7Ti{H)g, on plus simplement de 7^i{H) lorsquc G est simplement connexe.** Ces 
groupes d'homotopie classifient les diverses conditions aux limites possibles pour le 
champ de Higgs qui brise I'invariance de jauge, modulo des deformations continues, 
et on pent montrer que leurs elements caracterisent bien la notion physique de charge 
magnetique. Revenons au modele de Georgi et Glashow pour clarifier tout cela. Le 
lagrangien est 



oil on a ecrit F^^ = F^j^(t"/2, = 0°'cr°'/2 et = d^-\- igA^. La solution statique 
de 't Hooft et Polyakov pent s'ecrire dans une jauge bien choisie sous la forme 



EUe represente un soliton au repos centre a I'origine du systeme de coordonnees r. 
Remarquez le melange subtil entre les indices de jauge et les indices d'espace dans la 

* Les contraintes d'ordre mathematique sur les groupes que Ton pent considerer 
proviennent de contraintes physiques, comme I'invariance dc jauge de la charge 
magnetique non-abelienne ou encore la possibilite de definir des lois de conservation 
pour celle-ci. 

** En plus de cette classification topologique (dont on trouvera un expose detaille 
par exemple dans les revues de Goddard et Olive (1978) et de Coleman (1981)), il 
existe une classification dynamique des monopoles (Goddard et al. 1977) dont nous 
ne parlerons pas ici bien qu'elle joue un role important pour les groupes de jauge de 
rang plus grand que un. 




(1.4) 




(l- K{agr)^, = 0. (L5) 
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formule. Ceci suggere que Ic fait que le scalaire soit dans la representation adjointe 
est important, et nous verrons par la suite que ceci est en effet une caracteristique 
fondamentale qui a des consequences profondes. Les fonctions H et K peuvent 
etre determinees numeriquement, et ont un comportement asymptotique assurant 
la regularite de la solution ainsi que la finitude de I'energie. En particulier, 



(f)^ ~ a— (1.6) 
1 — >oo r 

La valeur non-nuUe de a brise SU(2) en U(l). Plus exactement, comme tous les 
champs sont dans la representation adjointe, le veritable groupe de jauge est SO (3), 
et on s'attend done d'apres la discussion generale precedente a ce que les conditions 
aux limites pour (f) definissent un element de 7ri(U(l))so(3) = ^ que I'on aimerait in- 
terpreter comme etant une charge magnetique. Pour comprendre cette interpretation, 
il nous faut tout d'abord definir le champ electromagnetique ^u(i) ^^^^ notre theorie. 
Dans la jauge unitaire ou. (f) = aas/2, on a bien sur -P'uCl) ~ F^^^^. La grandeur co- 
variante de jauge correspondante est 

^ ' 9 

= (^(p^A"'') - d" (0"^"'^) + ^e"^^0"a^0''a''0^ (L7) 

oil 0" = 0"/(0^^^)^/^. La definition naturelle de la charge magnetique contenue a 
I'interieur d'une surface S est done 

•/Z) ^9 J S—cjyiiy) 

La dernicre intcgrale est effectivement proportionnelle a un nombre entier, qui 
caracterise la classe d'homotopie du champ de Higgs sur la sphere a I'infini : 
7r2(^2)=7ri(U(l))so(3) = Z, et 

9 

pour un entier a priori quelconque. Le monopole de 't Hooft et Polyakov 
correspond a rim = 1, mais il existe en fait des solutions classiques pour toutes 
les valeurs de rim comme nous le verrons au chapitre IIL II est important de noter 
que la charge magnetique correspond a une grandeur conservee au cours de toute 
evolution continue de la configuration des champs : c'est un invariant topologique 
caracterisant cette configuration. Notons que cette grandeur conservee semble etre 
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d'unc nature totalement differente dcs traditiomielles charges de Noethcr, comme la 
charge electrique, qui ne sont conservees que lorsque les equations du mouvement sont 
verifiees. Cependant, nous verrons que cette affirmation nai've n'est pas forcement 
justifiee. On sait d'aiUeurs depuis longtemps que charges topologiques et charges 
de Noether peuvent etre echangees, quitte a reformuler la theorie, au moins dans 
certains modeles a deux dimensions (sine Gordon/Thirring, voir Coleman (1975) et 
Mandelstam (1975)). 

> La relation de quantification de Dirac 

Je voudrais terminer cette section par une discussion generale de la relation de 
quantification de Dirac (1931), dont nous avons rencontre le premier exemple avec 
I'equation (1.9). Remarquons tout d'abord que si Ton autorisait des champs de matiere 
se transformant dans la representation fondamentale de SU(2) (le groupe de jauge 
serait done dans ce cas bien SU(2) et non S0(3)), la plus petite charge electrique 
possible serait go = g/2 et on pourrait recrire (1.9) sous la forme traditionnelle 

Qm90 /y p,\ 

47r ~ ~Y' ^ ' ' 

Nous avons demontre cette equation dans un contexte purement classique. Ceci a ete 
possible car la fonction d'onde, qui jouait un role preponderant dans la demonstration 
originale de Dirac, a ete remplacee par des champs classiques charges qui peuvent eux 
aussi potentiellement detecter une "corde de Dirac" non-physique. II faut neanmoins 
garder a I'esprit que le couplage g du champ n'est pas vraiment la charge (/part 
d'une particule. Ces deux quantites sont reliees par la dualite onde/corpuscule selon 
5'part = % (je remets tres provisoirement les facteurs ^!), et la vraie relation 
"quantique" de Dirac est 

QmOelec '^m t ("T 1 1 ^ 

^^-^^^ 

L'une des consequences les plus spectaculaires de (1. 11) est la quantification de la 
charge electrique, pour peu qu'il existe un monopole magnetique quelque part dans 
I'Univers. II est tout a fait remarquable que I'autre mecanisme connu permettant 
d'expliquer la quantification de la charge electrique, par brisure d'un groupe de jauge 
compact, se trouve en derniere analyse etre strictement equivalent au mecanisme 
de Dirac, puisquc une telle brisure est toujours associee a I'existence de monopoles 
magnetiques dans la theorie. 
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2. La conjecture de Montonen et Olive 



> La masse des monopoles 

L 'existence de monopoles magnetiques (et de dyons) dans les theories de jauge 
non-abeliennes pent paraitre de prime abord constituer une complication inutile, 
voir meme une gene d'un point de vue phenomenologique, puisque des particules 
chargees magnet iquement n'ont jamais ete observees jusqu'a aujourd'hui. Ceci nous 
amene tout naturellement a vouloir calculer la masse de ccs particules, qui se doivent 
d'etre tres lourdes en theorie des perturbations. Dans les conventions que nous avons 
utilisees jusqu'ici pour la normalisation du terme cinetique du champ de Higgs (qui 
different essentiellement par un facteur g des conventions que nous utiliserons a partir 
du chapitre II dans le cadre des theories supersymetriques), on pent montrer que la 
masse M d'un dyon de charge electrique Qe et de charge magnetique Qm verifie 
I'inegalite suivante, appelee borne de Bogomolny (1976) 



oil a donne la valeur moyenne du Higgs, voir (1.6). Pour le monopole de 't Hooft 
et Polyakov, on obticnt M > 4n\a\/g. Cette formule est de nature purement non- 
perturbative : en theorie des perturbations, la masse des particules est une serie de 
puissances positives de g. De plus, elle montre que les monopoles sont tres massifs en 
couplage faiblc, ce qui explique qu'on ne les ait jamais observes. lis sont par contre 
susceptibles de jouer un role important en couplage fort, oii leur masse a tendance a 
decroitre ; nous verrons que ceci est effectivement le cas. 

> La limite de Prasad et SommerGeld 

II existe un cas tres interessant, appele limite de Prasad et Sommerfield (Prasad 
et Sommerfield 1975), oii la borne de Bogomolny est saturee. Lorsque le potentiel 
scalaire est identiquement nul, ce qui ne pent se produire dans le modele de Georgi 
et Glashow que lorsque le couplage A du champ de Higgs, et done sa masse, tendent 
vers zero, les equations du mouvement pour un monopole {£ — 0) statique dans la 
jauge temporelle — peuvent s'ecrire 



£ et B sont les champs electrique et magnetique non-abeliens. Cette "equation de 
Bogomolny" a la propriete remarquable d'etre du premier ordre. Elle a ete largement 



M>\a\y/Ql + Ql 



(1.12) 



(1.13) 
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etudiee, et nous y rcviendrons au chapitre III. II est sufRsant dans ce chapitre 
d'admettrc qu'il cxistc des solutions pour toutes les charges magnctiqucs. Dc plus, il 
existe aussi des solutions de type dyon, et la formule des masses de Bogomolny dans 
la limite de Prasad et Sommerfield s'ecrit 

Mbps = \a\ VQl + Ql- (1-14) 

> La conjecture de Montonen et Olive 

Une propriete fascinante de la formule (1.14) est son universalite. EUe a ete 
introduite a partir de I'etude des etats solitoniques de la theorie, mais un calcul 
elementaire montre qu'elle s'applique tout aussi bien aux etats habituels du spectre 
perturbatif. Les bosons W, de charge electrique ±g, ont en effet une masse \a\g par 
le mecanisme de Higgs, pendant que le photon et le boson de Higgs, qui sont des 
particules neutres, sont de masses nuUes. La formule (L14) est en fait invariante sous 
des rotations electromagnetiques quelconques, 

Qe + iQm^e'''{Qe + iQm), (1-15) 

commc les equations de Maxwell sont invariantes lorsque Ton effectue les transfor- 
mations 

B + iB — > e^"(E + zB) 
j + ik^e^"(j+ik) (L16) 

oil j et k representent respectivement le courant electrique et I'hypothetique courant 
magnetique. On pent apporter un argument supplementaire en faveur d'une telle 
symetrie, en tout cas lorsque a = 7r/2. Dans ce cas, on pent calculer la force qui 
s'exerce entre respectivement bosons W de meme charge electrique, disons deux 
W"*", et deux monopoles magnetiques de charge magnetique unite. Comme on I'a 
dit ci-dessus, il existe des solutions statiques de charge magnetique quelconque rim- 
Ces solutions peuvent s'interpreter comme etant constituees par monopoles 
elementaires, ce qui suggere fortement que la force entre deux monopoles de meme 
charge doit etre nuUe. Or, la force qui s'exerce entre deux bosons W"*" est la somme 
d'une contribution repulsive electromagnetique due a I'echange de photons et d'une 
contribution attractive due a I'echange de bosons de Higgs (ces deux particules sont 
de masse nuUe dans la limite de Prasad et Sommerfield). II est facile de constater 
qu'au moins a I'ordre des arbres, ces deux contributions se compensent exactement, 
en parfait accord avec la dualite electrique/magnetique. 
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Les arguments presentes ci-dessus sont a la base de la fameuse conjecture 
de Montonen et Olive (1977), qui postule I'equivalence complete entre les degres 
de liberte electrique et magnetique. De nombreuses questions restent cependant 
ouvertes. Pourquoi les monopoles magnetiques auraient le spin un necessaire pour 
jouer le role de bosons W? Plus generalement, quels sont les nombres quantiques 
des etats solitoniques, et sont-ils compatibles avee ceux de leurs eventuels etats 
duaux crees par les champs elementaires ? Que devient la formule (1.14) au niveau 
quantique? Quelle place tiennent les dyons dans la dualite electrique/magnetique? 
Ces points sont discutes dans la prochaine section, et nous meneront naturellement 
a etudier les theories aux supersymetries etendues. 

3. Dualite electrique/magnetique et supersymetrie 

> Le spin des monopoles 

C'est un exercice elementaire que de calculer les valeurs possibles pour le moment 
angulaire d'un systcme constitue par un monopole magnetique de Dirac de charge 
magnetique elementaire place a I'origine des coordonnees et par une particule de 
charge electrique sans spin qui se meut dans le champ monopolaire. Le resultat 
(voir par exemple Coleman 1981) est que le moment angulaire ne pent prendre que 
la valeur |QmQe|/47r a I'addition d'un nombre entier positif pres. Ceci suggere, et on 
pent le montrer rigoureusement en calculant le moment angulaire par la methode de 
Noether, que si Ton rajoute au lagrangien (1.4) de Georgi et Glashow un doublet de 
champs scalaires se transformant dans la representation fondamentale de SU(2) et 
ayant par consequent une charge electrique g/2, on obtiendra des monopoles de type 
't Hooft-Polyakov ayant un spin 1/2. En quelque sorte, les nombres quantiques sous le 
groupe de jauge se transforment en nombres quantiques de spin, ce qui constitue une 
propriete remarquable du secteur solitonique. Avec un triplet de champs scalaires, 
on s'attendrait a obtenir le spin un d'un boson de jauge. Cependant, ce type de 
solitons ne satureront jamais la borne de Bogomolny (1.14), meme au niveau classique. 
Ce probleme vient du fait que I'equation de Klein-Gordon associee aux champs 
scalaires supplementaires n'admet pas de modes zeros non-triviaux. Afin d'obtenir des 
solitons BPS (i.e. saturant (1.14)) ayant un spin, il semble alors naturel de rajouter 
des fermions dans notre theorie. C'est en effet une consequence bien connue des 
theoremes de I'indice (Callias 1978, Bott et Seeley 1978) que les operateurs de Dirac 
correspondant admettent des modes zeros qui pourront jouer le role de coordonnees 
collectives fermioniques pour la solution originale de 't Hooft et Polyakov. Le spin 
associe a de telles coordonnees collectives depend dans quelle representation du 
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groupe dc jauge les fcrmions se transformcnt. Commc dans le cas des bosons, le spin 
de la representation va se muer en veritable spin et s'ajouter au spin 1/2 intrinseque 
des fermions. Deux cas vont nous interesser au premier chef dans ce memoire. Dans 
le premier cas, on considere des fermions de Dirac dans la representation adjointe 
de SU(2), couples au champ de Higgs par un terme standard de Yukawa. Dans un 
secteur solitonique de charge magnetique n^, chaque fermion de Dirac de ce type 
apporte 2n^ modes zeros complexes 1 < m < rim, qui portent un spin ±1/2. 
Dans le deuxieme cas, les fermions de Dirac sont dans la representation fondamentale 
de SU(2) et apportent chacun Um modes zeros complexes sans spin. L'existence de 
tels modes zeros sans spin est tout de meme tres importante car ils sont susceptibles 
de porter des indices de saveurs. 

> Vers la supersymetrie 

On peut d'ores et deja essayer de deviner dans quelles types de theories la 
dualite electrique/magnetique est susceptible de pouvoir etre maintenue au niveau 
quantique. D'apres I'analyse ci-dessus, on voit que les ingredients necessaires semblent 
etre, outre le champ de jauge, un boson de Higgs adjoint de masse nuUe assurant 
l'existence de solitons de type monopole BPS, et des fermions eux aussi dans la 
representation adjointe permettant de donner un spin a ces monopoles tout en 
maintenant le caractere BPS. Un tel contenu en champ rappelle irresistiblement celui 
des theories de jauge supersymetriques. Le multiplet vectoriel N = 2 contient en effet, 
outre le potentiel vecteur A^, un spineur de Dirac i/) et un scalaire complexe 0, qui 
comme sont de masse nuUe et se transforment dans la representation adjointe du 
groupe de jauge. En fait, le contenu en champ de certaines theories supersymetriques 
(ayant = 2 ou = 4) est effectivement parfaitement compatible avec une 
dualite electrique/magnetique exacte (voir par exemple Ferrari 1997b). La dualite 
permet meme de comprendre, de ce point de vue, une curiosite de la supersymetrie 
N = 2.* Les deux modes zeros complexes du fermion adjoint appartenant au multiplet 
vectoriel, associes au secteur rim = 1, se comportent comme des operateurs de creation 
apres quantification, et generent done 2^ = 4 etats (un de spin +1/2, deux de 
spin et un de spin —1/2). Pour obtenir un multiplet auto-conjugue sous CPT, 
il faut rajouter les 4 etats supplement aires venant de la quantification dans le secteur 
rim = — 1- On obtient done un multiplet a 8 etats, qui doit representer I'algebre de 
supersymetrie N = 2. Or d'une maniere generale, les representations de cette algebre 
tombent en deux classes. D'une part, nous avons des representations dites longues, 
de dimension 2'^ = 16, dont nous ne rencontrerons pas de realisation dans la suite. 
D'autre part, nous avons des representations dites courtes, de dimension 2^ = 4, 



La remarque ci-dessous semble inedite. 
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dont le contenu en spin est (sq + 1/2, sq, sq, sq — 1/2). Lcs multiplets auto-conjugucs 
sous CPT dans lesquels tombent les solitons de la theorie correspondent done a des 
versions doublces du multiplet court de = 2 (pour sq = 0). Independamment, le 
doublage du multiplet est egalement necessaire pour pouvoir representer I'algebre de 
supersymetrie sur des champs tout en se limitant a des spins ou 1/2, mais dans 
ce cas la raison semble essentiellement technique et ne pent etre directement reliee a 
I'invariance CPT. On voit que ce doublage au niveau des champs fondamentaux pent 
tout de meme etre relie a I'invariance CPT apres une transformation de dualite ! 

> La formule fondamentale 

L'etude un peu plus approfondie des representations de I'algebre de super- 
symetrie va en fait nous fournir I'argument le plus convaincant a ce stade en faveur 
de la dualite electrique/magnetique dans les theories N = 2. Une propriete tres im- 
portante des etats appartenant a une representation courte de I'algebre est qu'ils 
preservent la moitie des supersymetries, ce qui pent encore s'exprimer par le fait 
qu'ils sont annules par la moitie des supercharges. De cette condition, on pent deduire 
immediatement une formule pour la masse de tels etats. Celle-ci prend la forme 

M = V2\Z\, (1.17) 

oil Z est une charge qui commute avec tons les generateurs des symetries de la theorie 
(d'oii son nom de "charge centrale") et qui pent etre calculee a partir de la formule 

{Qi,Qi} = 2V2 eaf3e'' Z. (1.18) 

Les (5^5 / = 1 ou 2, sont les deux supercharges de la supersymetrie = 2, les indices 
grecs etant des indices de spineur. En appliquant avec soin la formule precedente, et 
en particulier sans negliger les termes de bord, Witten et Olive (1978) ont obtenu 
dans le cas de la theorie de jauge pure (qui ne contient que le multiplet vectoriel) 

Z ^-a{Qe + iQm)- (1-19) 
9 

Le prefacteur 1/g vient des normalisations particulieres que I'on choisit habituelle- 
ment dans le cadre des theories N = 2 pour le terme cinetique du champ de Higgs (p et 
pour la definition de a ~ (0). Tout ceci sera precise au chapitre II. Ce qui est impor- 
tant, c'est que (1.17) et (1.19) donnent une formule des masses strictement equivalente 
a (1.14), mais cette fois de nature purement quantique. En fait (1.17) et (1.19) sont 
des equations exactes d'un point de vue quantique, tant que la supersymetrie n'est 
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pas brisec. EUcs ont aussi la consequence fondamentale suivante. Supposons que Ton 
arrive a montrer, par tel ou tel moyen, qu'une particule (un etat) donnee appartient 
a un multiplet court de la supersymetrie, au moins dans une limite de couplage faible 
ou des methodes semi-classiques standards s'appliquent. Alors, si cet etat est tou- 
jours stable en couplage fort, sa masse sera toujours donnee par la formule (1.17) 
de maniere exacte. En effet, bien que les calculs semi-classiques soient generalement 
peu fiables pour determiner quantitativement des grandeurs telles que la masse, ils 
sont par contre suffisants pour fixer sans ambiguite les nombres quantiques des etats. 
Ainsi, un etat tombant dans une representation courte de la supersymetrie en cou- 
plage faible restera dans une telle representation meme si le couplage est fort, a 
condition qu'il reste stable, le nombre de degres de liberte ne pouvant changer. C'est 
une propriete extraordinaire de la supersymetrie N = 2 que de telles arguments sur 
les nombres quantiques ou la dimension des representations puissent s'etendre a des 
grandeurs comme la masse, les deux etant intimement relies par (1.17). Bien sur, le 
calcul explicite de Z est a priori tres difficile, meme d'un point de vue semi-classique. 
Ce probleme presque a lui seul fera I'objet des chapitres II et III. 
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L'analyse que nous avons menee dans les sections precedentes nous a con- 
duits a considerer les theories de jauge aux super symetries etendues comme cons- 
tituant le cadre general adapte pour etudier au niveau quantique la dualite 
electrique/magnetique. Nous sommes neanmoins loin d'avoir discute toutes les 
consequences physiques que pcut avoir une telle dualite, et encore plus loin d'avoir 
avance une quelconque preuve de sa validite. La puissance potentielle de la dualite 
reside dans la relation de quantification de Dirac (1. 10) qui montre que le couplage 
electrique et le couplage magnetique sont inverses I'un de I'autre. Ainsi, la dualite que 
nous avons discute jusqu'ici et que nous appellerons souvent "la dualite S" comme 
le veut I'usage, est non seulement une dualite electrique/magnetique,* mais aussi 
et surtout une dualite couplage fort/couplage faible. Ainsi peut-on s'attendre a ce 
que les methodes de theorie des perturbations usuelles puissent s'appliquer meme 
en couplage fort, mais dans une formulation magnetique de la theorie electrique 
initiale. L'existence de diverses formulations pour une meme theorie, qui soient cha- 
cune adaptees a differents regimes, n'est pas nouveau en physique. L'exemple le plus 
celcbrc d'une telle dualite couplage fort/couplage faible existe dans le modele d'Ising 
a deux dimensions (sans champ magnetique) (Kramers et Wannier 1941). Le cou- 
plage fort correspond alors aux basses temperatures et le couplage faible aux hautes 



* Cette affirmation doit etre modifiee dans le cas general (Ferrari 1997a). 
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temperatures. En plus de relier les deux types de dcveloppement, la dualite permet 
aussi de prevoir la valeur exacte de la temperature critique dans ce cas, qui doit 
correspondre au point "auto-dual" oil couplage fort et couplage faible se rejoignent. 
Dans le cadre des theories de jauge supersymetriques, nous verrons au chapitre III 
que le fait de devoir "recoUer" couplage fort et couplage faible de maniere coherente 
apportera aussi des informations tres interessantes. 

> Anomalies 

Mais revenons aux equations fondamentales (1.17), (1.18) et (1.19) afin d'analyser, 
au niveau quantique, la signification des rotations electromagnetiques (1.15). (1.18) 
montre que de telles rotations doivent s'accompagner des transformations Q — > 
exp{ia/2)Q sur les supercharges. De telles transformations sont bien connues et 
correspondent a une symetrie chirale, couramment appelee symetrie R, qui tient 
son origine dans la presence de fermions de masse nuUe dans le multiplet de jauge 
de la theorie. Or une telle symetrie chirale est en general victime de I'anomalie 
d'Adler, Bell et Jackiw, et dans la plupart des cas seul un sous-groupe discret 
Z„ de U(l)^ reste une symetrie de la theorie au niveau quantique. Ce sous- 
groupe discret joue d'ailleurs un role tres interessant (Ferrari et Bilal 1996, Bilal 
et Ferrari 1996). Cependant, I'anomalie quand elle existe empeche la dualite d'etre 
une symetrie exacte de la theorie au niveau quantique. II existe un autre argument 
tres simple qui montre que la dualite ne pent etre correcte que dans des theories tres 
particulieres. En effet, si I'on souhaite que les formulations electrique et magnetique 
de la theorie correspondent toutes les deux a des theories de jauge non-abeliennes 
dont les couplages sont relies par (1. 10) et done inverses I'un de I'autre, il faut 
necessairement que les fonctions /3 des deux theories soient nuUes, c'est-a-dire que 
la theorie n'ait pas d'anomalie conforme. En fait, on pent montrer que les courants 
associes a la symetrie chirale U(l)^ et aux dilatations sont dans le meme multiplet de 
la supersymetrie (Ferrara et Zumino 1975), et que done les deux arguments presentes 
ci-dessus sont strictement equivalents.* II ne faudrait surtout pas en deduire que la 
dualite electrique/magnetique n'a done finalement que peu de chance de jouer un 
role, meme dans les theories supersymetriques. Tout d'abord, meme si la dualite 
n'est pas une symetrie de la theorie toute entiere, elle pent I'etre plus modestement 
dans certaines limites. Nous verrons au chapitre III que c'est effectivement ce qu'il se 
passe pour les theories asymptotiquement libres dans la limite infrarouge. C'est en 
utilisant ce fait que Seiberg et Witten ont pu determiner les actions effectives a basse 
energie de ces theories, demontrer analytiquement que les monopoles se condensent 

* Pour les subtilites associees a ce raisonnement, voir Grisaru et West (1985) et la 
section II. 2. 
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et sont done a I'origine du confinement des quarks dans certaines theories = 1, 
ainsi que mettre en evidence un nouveau niecanisme pour la brisure de la symctrie 
chirale en QCD. Tons ces points seront discutes au chapitre III. Ensuite, il existe des 
theories tres particulieres, mais qui ont un grand interet theorique, ou la fonction j3 
est nulla et done oii la dualite est potentiellement exacte. La theorie la plus connue 
ayant cette propriete est N = A, mais il existe aussi des theories de ce type avec deux 
supersymetries seulement. Celles-ci sont etudiees dans I'un de mes articles (Ferrari 
1997b). 

> La conjecture de Sen 

Les equations (1.17) et (1.19) ne nous ont pas encore livre tons leurs secrets. II 
nous manque en fait un ingredient essentiel, qui permettra entre autres d'elucider le 
role joue par les dyons dans la dualite, et qui provient de I'etude des contraintes dues 
a la quantification de la charge electrique et de la charge magnetique. En reportant 
dans (1.19) la formule (1.9) et en utilisant le fait que Qe = g{—ne + nmO/2'K) o\i Ue et 
rim sont des nombres entiers a priori quelconques et 6 est Tangle 6 nu de la theorie,* 
on obtient 

Z = a(^-ne+ (^ + i^)n^^. (1.20) 
II est alors commode d'introduire la constante de couplage generalisee 



d Air 
27r g 



+ (1.21) 



On voit que les transformations de dualite les plus generales laissant invariante la 
masse physique donnee par (1.17) et respectant la quantification de Qe et Qm (qui 
se traduit par le fait que rig et Um sont des entiers) sont du type 

Mf^^^V M=f^ (1.22) 

(1.23) 



Tlrn. / \ '^rr>. 1 \ C d 

ar + b 
CT + d 



oil M est une matrice du groupe SL(2, Z) = Sp(2, Z), c'est-a-dire que a, b, c et d sont 
quatre nombres entiers tels que ad — be — 1. Cette observation tres simple due a Sen 
(1994) a des consequences tres importantes. Tout d'abord, elle montre que le groupe 



* la presence de Tangle 9 dans cette derniere relation ("effet Witten," 1979) sera 
discutee en details dans le chapitre II. Le signe — devant Ue est une convention 
pratique. 
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de dualite ne peut etre U(l) mais au mieux SL(2,Z). Ensuite, elle etablit unc loi 
de transformation generalisee (1.23) pour la constante de couplagc dans unc tlicoric 
oil Tangle 6 n'est pas nul. Enfin, elle montre clairement que les transformations de 
dualite peuvent associer a un etat charge electriquement (ne = Ij^i-m = 0) a priori 
n'importe quel dyon (ng, rim) o\x ne et rim sent deux nombres entiers premiers entre 
eux. Bien sur, au cours de la transformation faisant passer de (1, 0) a (ne, n^), certains 
parametres de la theorie changent (en plus de la constante de couplage, la valeur 
moyenne du Higgs peut egalement se transformer, voir par exemple Ferrari 1997b). 
Cependant, a cause de la formule des masses (1.17) et des lois de conservation pour 
la charge electrique et la charge magnetique, les etats BPS sont particulierement 
stables. Un argument simple montre en fait que I'on peut en general faire varier 
continument les parametres de la theorie sans affecter leur stabilite, sauf si Ton 
croise certaines hypersurfaces particulieres de codimension 1 (sur M) dans I'espace des 
parametres. Ces hypersurfaces, dites de stabilite marginale, jouent un role essentiel 
dans la physique des theories N = 2. Pour nous, qui n'etudierons que le cas du groupe 
de jauge SU(2), elles correspondent a des courbes au travers desquelles le spectre des 
particules stables peut event uellement subir des discontinuites. Ces courbes n'existent 
cependant pas toujours, et la theorie ayant quatre supersymetries fournit I'exemple 
typique oii le spectre des dyons doit etre totalement uniforme. AUie a I'hypothese 
d'auto-dualite de la theorie, ceci a des consequences hautement non triviales sur le 
spectre de la theorie d parametres fixes : 

Si la dualite electrique/magnetique est une symetrie quantique exacte de 
la theorie N = 4, alors tout etat de type dyon (ne,nm)', ou n-e et rim, sent 
des entiers premiers entre eux quelconques, doit exister et correspondre a 
un unique etat lie stable de la theorie quantique, ce pour toutes les valeurs 
de la constante de couplage g et de I'angle 9. 

C'est la celebre conjecture de Sen (Sen 1994). 

Quand on connait la difficulte associee a I'etude des etats lies en theorie 
quantique des champs, on mesurc micux la portee des consequences de la dualite. II 
s'agit ici d'etudier des etats lies de solitons de la theorie des champs, et I'elaboration 
d'une theorie quantique pour ces solitons est deja un exercice difficile. En fait, I'un 
des resultats les plus remarquables de la theorie des monopoles, obtenu au prix d'une 
grande virtuosite mathematique, a ete la comprehension complete de la dynamique 
classique du probleme a deux corps par Atiyah et Hitchin (Atiyah et Hitchin 1988). II 
a ensuite ete possible de construire un theorie quantique valable aiix basses energies 
(Harvey et Strominger 1993, Gauntlett 1994, Blum 1994), suffisante en principe pour 
etudier rigoureusement les etats lies a deux corps (c'est-a-dire les etats de charge 
magnetique 2). Le succes de cette approche a ete paracheve par Sen, toujours dans 
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son article de 1994, ou il est etabli que tous les etats (ng, fim), pour rig entier impair 
quelconque et |n^| = 2, existent bien dans la tlieorie = 4. 

Avant de terminer cette section, je voudrais souligner le fait que la conjecture de 
Sen (qui pent d'ailleurs se generaliser a d'autres theories, voir Ferrari (1997b)) nous 
mene au coeur des implications de la dualite au niveau quantique. En fait, au moins 
heuristiquement, on pent considerer que cette conjecture est equivalente a I'hypothese 
de dualite elle-meme. Pour comprendre cela, considerons toujours I'exemple de = 4, 
et imaginons que I'on cherche a comprendre la dynamique quantique associee a un 
etat {ue, rim) quelconque, dont on admet I'existence a priori. Comme un tel etat 
est en fait un multiplet de N = A, il contient des spins allant de a 1. Les seules 
theories quantiques permettant d'incorporer de maniere coherente des particules de 
spin un (et pas de spins superieurs) sont tres probablement les theories de jauge non- 
abeliennes. Or il existe une unique theorie de ce type ayant quatre supersymetries 
(une fois le groupe de jauge fixe), qui est aussi bien sur celle decrivant les quantas 
elementaires electriques ! Un tel argument peut aisement se generaliser aux autres 
theories susceptibles d'etre auto-duales. 

5. Survol des result at s de mes recherches doctorales 

On peut distinguer trois directions principales dans mes recherches doctorales. 
EUes ont donne lieu a quatre publications (Ferrari et Bilal 1996, Bilal et Ferrari 
1996, Ferrari 1997a et Ferrari 1997b). Le denominateur commun de ces recherches 
est qu'elles ont ete effectuees dans le cadre des theories de jauge SU(2) a quatre 
dimensions d'espace-temps ayant des supersymetries etendues (deux ou quatre), et 
qu'elles ont toutes pour theme central la dualite electrique/magnetique. 

> Les theories asymptotiquement libres 

J'ai tout d'abord etudie, en collaboration avec mon directeur de these Adel 
Bilal, les theories asymptotiquement libres. Celles-ci correspondent a la theorie de 
jauge pure ou a des versions de la chromodynamique quantique oii I'on couple au 
champ de jauge de une a trois saveurs de quarks {Nf = 1, 2 ou 3). Nous avons etudie 
et resolu dans ces theories, lorsque la masse nue des quarks est nuUe,* un probleme 
physique qui avait ete souleve dans la dernicrc section de Particle revolutionnaire de 
Seiberg et Witten (Seiberg et Witten 1994a). Comme nous I'avons deja discute, la 

* Le probleme correspondant quand les masses nues sont non-nuUes est nettement 
plus difficile a traiter techniquement, et donnera lieu a une nouvelle publication (Bilal 
et Ferrari 1997). 
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dualite electrique/magnetique ne saurait etre une symetrie exacte dans une theorie 
asymptotiqucmciit librc. Neanmoins, Seiberg et Witten ont montre qu'elle jouait un 
role tres profond pour la physique a basse energie de ces theories. Nous verrons aux 
chapitres II et III comment on pent formuler Faction effective a basse energie ^efi 
de la theorie d'une maniere manifestement invariante sous les transformations du 
groupe de dualite SL(2, Z). La charge centrale Z de I'algebre de supersymetrie pent 
de plus etre calculee directement a partir de Taction effective a basse energie, ce qui 
montre que cette derniere contient toute I'information concernant la masse des etats 
BPS via la formule (1-17). La possibilite d'effectuer des transformations de SL(2,Z) 
quelconques sur jSefj aurait alors tendance a faire croire que le spectre des dyons 
doit etre lui aussi invariant sous SL(2, Z). Si on a vu que ceci etait plausible pour 
la theorie N = A, I'existence d'etats lies de charge magnetique quelconque dans les 
theories asymptotiquement libres serait par centre tres surprenant. On pourrait alors 
conclure naivement que les transformations dc dualite sur Paction effective a basse 
energie sont en fait interdites au niveau quantique. Mais cettc interpretation est ce 
qu'il y a de plus erronee. En fait, Seiberg et Witten ont montre, et je reprendrai leurs 
arguments au chapitre III, qu'il etait necessaire d'effectuer certaines transformations 
de dualite pour pouvoir definir la theorie de maniere globale. Ces transformations 
de dualite "obligatoires" appartiennent a un sous-groupe d'indice fini de SL(2,Z), 
typiquement r(2) qui correspond aux matrices congrues a I'identite modulo 2. Or le 
spectre BPS, s'il n'est pas invariant sous SL(2, Z), ne Test certainement pas non plus 
sous r(2) ou tout autre sous-groupe de ce type. La question que se poserent alors 
Seiberg et Witten pent se formuler de la maniere suivante : comment peut-on concilier 
un formalisme intrinsequement invariant sous certaines transformations de dualite, 
alors que la theorie elle-meme, et le spectre des dyons en particulier, n'a certainement 
pas cette invariance ?* lis proposerent alors un mecanisme plausible afin d'expliquer 
ce fait. Celui-ci fait appel a I'existence des courbcs de stabilite marginale dont j'ai 
deja parle precedemment et au travers dcsquelles les etats BPS, habit uellement 
stables, peuvent de desintegrer. L'idee est que pour effectuer les transformations 
de dualite, il faut faire varier les parametres de la theorie (en I'occurrence la valeur 
moyenne du Higgs). Si, lors d'une telle operation, on franchit une courbe de stabilite 
marginale, I'etat lie indesirable que Ton produit en effectuant la transformation de 
dualite pent se desintegrer en etats de charges magnetiques plus basses (souvent 
1), et toute contradiction disparait. Un tel mecanisme avait en fait deja ete mis 
en evidence dans certaines theories bidimensionnelles (Cecotti et al. 1992, Cecotti et 
Vafa 1993). Cependant, pour montrer que les desintegrations necessaires se produisent 
effectivement, et pour en degager ce que Seiberg et Witten appelle "la physique du 



* Cette question est discutee d'une maniere tres generale dans Ferrari 1997b. 
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modelc," il faut pouvoir etudier Ics etats lies dans un regime de grand couplage, car 
la courbe de stabilite marginale se trouve entierement incluse dans une region oil la 
theorie est fortement couplee. Ceci etait totalement hors de la portee des methodes 
disponibles en 1994 ; la theorie dont nous avons deja par lee et qui permit a Sen 
d'etudier les etats lies a deux monopoles pour AT = 4 est en effet une theorie semi- 
classique qui est inapplicable en couplage fort. 

Nous avons introduit, Adel Bilal et moi-meme (Ferrari et Bilal 1996, Bilal et 
Ferrari 1996), une approche totalement nouvelle, qui a permis non seulement de 
montrer que le mecanisme suggere par Seiberg et Witten avait effectivement lieu, 
mais aussi de determiner le spectre des dyons en couplage fort et ainsi de mettre 
en evidence de nouveaux phenomenes associes a la dynamique des champs de jauge 
en couplage fort. L'idee provient d'une intuition sur ce que I'on pourrait appeler "le 
pouvoir de Taction effective a basse energie dans les theories N = 2." D'une maniere 
tres generale, la forme de Paction effective depend bien sur du contenu en particules 
(massives) de la theorie, puisque celle-ci est obtenue en "integrant" sur ces etats. 
De plus, des singularites peuvent se produire en variant les parametres de la theorie, 
lorsque la masse des particules sur lesquelles on a integree passe en dessous de I'echelle 
d' energie a laquelle on a dcfini S^ff. Dans le cas de nos theories = 2, la for mule 
(1.17) permet meme de calculer la masse exactc des particules massives de type BPS* 
a partir de iSeff- Scrait-il alors possible d'aller plus loin et de montrer, meme si cela 
pent paraitre au premier abord tres surprenant, que SeH gouverne aussi la formation 
de tons les etats stables de la theorie au niveau quantique? C'est ce que nous avons 
pu montrer (Ferrari et Bilal 1996, Bilal et Ferrari 1996) grace a une analyse detaillee 
de la structure globale de Faction effective deduite par Seiberg et Witten. II est 
apparu que I'espace des parametres de la theorie devait etre separe en deux regions. 
Dans I'une de ces regions, appelee un peu abusivement "region de couplage faible 
TZw" le spectre des particules stables de la theorie pent etre relie continument au 
spectre semi-classique a priori valable quand la theorie est faiblement couplee. Nous 
avons pu montrer que ce spectre ne contenait pas d'etats lies de monopoles, comme 
il etait attendu.** Dans I'autre region, qui correspond a un regime oii la theorie est 
fortement couplee, il est apparu que le spectre n'avait plus rien a voir avec ce que 
I'on pouvait deduire en examinant le lagrangien de depart ou les solutions classiques 
de type soliton associees. En fait, la plupart des etats perturbatifs ou semi- classiques 
se desintegrent pour ne laisser place qu'a un nombre tres reduit d'etats : le photon 
et un nombre fini (deiix ou trois) de solitons. Ces solitons ont de plus la particularite 

* Remarquons que toutes les particules connues sont de ce type. 
** Dans la theorie avec trois saveurs de quarks, il existe en fait des etats lies a deux 
corps, i.e. de charge magnetique |n^| = 2, mais aucun etat ayant |n^| > 3. 
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dc nc pas avoir, a strictement parlcr, une charge electrique et une charge magnetiqiie 
bien dcfinics. Ceci est particuHcrcmcnt frappant dans le cas Nf = 1, ou la mcme 
particule doit etre consideree parfois comme etant purement "electrique" (rig = 1, 
nm — 0) et parfois comme etant purement "magnetique" {ug — 0, Um — !)• Un 
autre aspect remarquable de ce spectre de couplage fort est qu'il ne contient pas 
de particule massive de spin un (les bosons W) qui sont habituellement associees 
a la brisure spontanee de la symetrie de jauge. Nous avons ainsi mis en evidence 
un contre exemple au fameux mecanisme de Higgs, qui n'est en fait valable que 
perturbativement . 

Pour en terminer avec ce point, je tiens a souligner que ce genre de phenomene de 
rearrangement drastique du spectre d'une theorie en couplage fort est probablement 
tres general. Le confinement des quarks est bien sur un exemple. Un autre exemple que 
je souhaite signaler provient de la physique des fermions fortement correles, comme on 
en trouve dans les supraconducteurs a haute temperature critique. On sait bien que 
dans de tels systemes, une description en termes d'excitations en correspondance 
biunivoque avec les excitations presentes quand le couplage est nul ("liquide de 
Fermi," similaire a ce qu'il se passe dans notre region TZw) est erroncc en general. En 
fait le spectre est tres different ( "liquide de Luttinger" ) et a sans doute des proprietes 
tres surprenantes, impliquant la separation spin/charge par exemple. 

Fractionnement de charge et dualite 

Je me suis aussi interesse au phenomene de fractionnement de charge et a ses 
consequences dans le cadre des theories supersymetriques N = 2. Ma motivation 
pour etudier ce probleme, sur lequel une litterature tres abondante existait deja en 
particulier en raison de ses applications dans la physique des polymeres, est provenu 
du fait que la formule de Bogomolny (1.17) relie la masse a certaines charges abeliennes 
via I'equation (1.19). Le calcul semi-classique de ces charges abeliennes pour des etats 
solitoniques constitue un probleme difficile, que I'on ne sait resoudre de maniere assez 
general que depuis le milieu des annees 80 (Niemi et Semenoff 1986). Des 1976, Jackiw 
et Rebbi realiserent que dans certaines theories des champs, les etats solitoniques 
pouvaient porter des charges (baryoniques, electriques ou autres) fractionnaires bien 
que tous les champs fondamentaux et done les particules du spectre perturbatif 
ne portent que des charges entieres. Plus generalement, lorsque certaines symetries 
discretes sont brisees, n'importe quelle valeur reelle est possible a priori. L'exemple le 
plus celebre de ce phenomene, dans le cadre des theories de jauge non-abeliennes oii 
les solitons sont des monopoles magnetiques ou des dyons, est I'effet Witten dont nous 
avons parle dans la section precedente. A cause de la valeur non-nuUe de Tangle 9, qui 
brise I'invariance CP, la charge electrique physique d'un dyon a un terme correctif 
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proportionnel a 6. Ceci joue un role important dans la formulation rigoureuse des 
transformations de dualite comme etant des transformations de SL(2,Z), comme 
nous I'avons deja vu. 

Lorsque I'on considcre des quarks de masse nue non-nulle dans la theorie, de 
nouveaux effets physiques lies au fractionnement de charge sont susceptibles de se 
produire. II y a deux raisons principales a cela. La premiere est que la possibilite 
d'avoir une masse complexe fournit une nouvelle maniere de briser I'invariance CP 
dans la theorie, et done on pent s'attendre a ce que la charge electrique ait d'autres 
termes correctifs en plus de I'effet Witten. La deuxieme, qui est la plus importante, 
est que la formule (L19) exprimant la charge centrals de I'algebre de supersymetrie 
doit etre modifiee. En plus de la contribution de la charge electrique et de la 
charge magnetique, une troisieme charge abelienne, "le nombre de quarks" (ou charge 
baryonique) S intervient et on a 



calculer la charge S / semi-classiquement en fonction de m/ et de la valeur moyenne du 
Higgs, en la reliant a I'asymetrie spectrale de certains operateurs de Dirac. Le resultat 
est tres interessant pour plusieurs raisons. Tout d'abord, il permet de retrouver le 
comportement asymptotique de Taction effective a basse energie au voisinage de ses 
singularites, ce qui n'avait ete jusque la deduit que par un calcul semi-heuristique 
a partir de Paction effective elle-meme. Ensuite, il permet de repondre a certaines 
questions assez subtiles concernant I'interpretation de la formule (1.24) a un niveau 
non-perturbatif. Enfin, il montre que les transformations SL(2, Z) melangent en fait 
de maniere intime les trois charges abeliennes intervenant dans la charge centrale Z, 
et que done la dualite est dans ce cas une dualite electrique/magnetique/baryonique, 
et non une simple dualite electrique/magnetique. Nous reviendrons sur tous ces points 
au chapitre II, voir aussi Ferrari (1997a). 

II y a une autre application potentielle des resultats decrits ci-dessus, que je 
n'ai pas encore eu le temps d'etudier en details, mais qui merite d'etre mentionnee 
ici. Comme je I'ai deja explique, les charges Sf sont en fait directement reliees a 
I'asymetrie spectrale, ou invariant rj, de certains operateurs de Dirac. Ces operateurs 
de Dirac n'ont a priori rien a voir avec la supersymetrie, et decrivent simplement 
le couplage minimal d'un fermion de Dirac avec un champ monopolaire de charge 
magnetique donnee rim- Cependant, comme I'invariant 77 associe est susceptible 
de contribuer, par I'intermediaire de Sf, a la charge centrale Z d'une algebre de 
supersymetrie N = 2, nous pouvons en deduire des contraintes non-triviales sur 77 en 




(L24) 



ou ruf est la masse nue des quarks. Au chapitre II, j'expliquerai comment on pent 
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fonction dcs paramctrcs dc la thcorie. Ces contraintes proviennent du fait que Z ne 
pcut dependre dc ccs paramctrcs que par Tintcrmcdiairc d'unc fonction holomorphc. 
Ceci est una consequence tres importante de la geometric speciale associee a la 
supersymetrie N — 2,* et on voit qu'elle a ici une implication tres inattendue : ry 
(ou 5/), qui sent des nombres reels, doivent correspondre a la partie reelle d'une 
fonction holomorphe, c'est-a-dire etre des fonctions harmoniques des parametres ! En 
prolongeant ce genre d'argument, on peut en fait calculer explicitement ces invariants 
r\ a partir de calculs a une boucle dans la theorie supersymetrique, ce qui constitue 
une simplification considerable par rapport aux calculs connus. Get aspect inedit de 
la supersymetrie N = 2 sera explique au chapitre II et donnera lieu a une publication 
ulterieurement. 

> Les theories Gnies 

Nous avons, au cours des recherches menees sur les theories asymptotiquement 
libres, decouvert une propriete tres remarquable des theories de jauge N = 2 : toute 
I'information concernant le spectre des etats lies est contenue, au moins dans certains 
cas particuliers, et d'une maniere tres cachee, dans Paction effective a basse energie. 
Ceci constitue un fait totalement nouveau, qui ouvre des perspectives interessantes. 
En particulier, il est extremement tentant d'essayer d'appliquer ces idees aux theories 
finies afin d'attaquer la conjecture de Sen. Je limiterai ici la discussion a = 4, mais 
N = 2 avec quatre saveurs de quark peut se traiter en parallele comme il est explique 
dans Ferrari (1997b). 

Plusieurs obstacles empechent en fait dc gcncraliser les raisonnements utilises 
dans les theories asymptotiquement libres. Le plus evident est que Paction effective 
ne regoit aucune correction quantique dans les theories finies superconformes, comme 
= 4, et que done elle est essentiellement triviale et n'apporte aucune information 
sur le spectre des etats BPS. L'idee qui a permis de surmonter ce probleme a ete 
d'etudier une deformation non-triviale de la theorie, qui correspond a considerer la 
theorie N = 2 avec une saveur de quark de masse nue m ^ dans la representation 
adjointe. Une telle theorie est aussi conjecturee comme etant auto-duale. Quand 
m = 0, on retrouve la theorie N = 4, mais quand m 7^ on est dans une situation 
beaucoup plus complexe du point de vue de Paction effective a basse energie. Pour 
comprendre ce fait, il suffit de constater que dans la limite m — > 00, I'hypermultiplet 
de quark se decouple et que I'on retrouve Paction effective de la theorie de jauge 
pure dont on sait deja qu'elle contient beaucoup d'informations sur le spectre. 
Cependant, la consideration de theories oil la masse nue des quarks est non-nuUe ne va 
pas sans apporter de nouvelles difficultes. Certaines, deja mentionnees, sont reliees 

* Nous en donnerons une definition precise au chapitre II. 
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au phenomene de fractionncment de charge (Ferrari 1997a). D'autres proviennent 
du fait que pour pouvoir effectuer des raisomiements parfaitement rigoureux, il 
est necessaire de connaitre explicitement Taction effective a basse energie. Or, les 
methodes classiques de calcul, fondees sur I'utilisation d'equations differentielles dites 
de Picard-Fuchs que doivent verifier certaines variables dent on pent deduire ^efj, 
sont inutilisables lorsque la masse nue des quarks est non-nuUe. Ceci explique que, 
malgre une litterature abondante sur ce theme, aucune formule explicite pour 
n'etait connue. En uniformisant les surfaces spectrales associees aux actions effectives 
a basse energie a I'aide de la fonction p de Weierstrass, j'ai pu obtenir pour la premiere 
fois de telles formules pour S^fi, exposees dans Ferrari (1997b).* 

Ces deux diflficultes franchies, j'ai pu etudier en detail la physique des theories 
massives, et en deduire plusieurs consequences interessantes. La plus importante, et 
qui constitue I'aboutissement de mes recherches doctorales, est une demonstration 
rigoureuse et complete de la conjecture de Sen. Ceci correspond en un certain sens a 
la premiere preuve de dualite au niveau quantique dans une theorie de jauge a quatre 
dimensions, comme je I'ai explique a la fin de la section 4 de ce chapitre. On peut 
comprendre intuitivement la presence d'etats lies de charge magnetique quelconque 
dans la theorie AT = 4 de la maniere suivante. Lorsque m 7^ 0, en plus de la limite 
naturelle m — > cxo menant a la theorie de jauge pure, on peut en fait etudier une 
infinite d'autres limites qui correspondent a des theories de jauge pure duales. Dans 
ces theories, Ic spectre des dyons peut etre aisement deduit en utilisant les memes 
idees que ccUcs utilisees dans Ferrari et Bilal (1996) ou Bilal et Ferrari (1996) pour la 
theorie de jauge pure electriquc standard. Tous les etats (rie, ?^m) peuvent etre generes 
de cette maniere. Lorsque m 0, on peut alors montrer que ceux-ci restent stables 
et sont done a I'origine des etats correspondant dans la theorie N = A. On peut aussi 
montrer I'unicite de ces etats, et done fournir une preuve complete de la conjecture de 
Sen. Dans Ferrari (1997b), d'autres aspects de ces theories sont egalement discutes. 
En particulier, un argument tres general et independant du spectre BPS est donne 
qui suggere fortement que la theorie doit etre invariante au moins par rapport au 
sous groupe r(2) de SL(2,Z). Dans un autre registre, un critere physique general est 
avance qui permet de comprendre le pourquoi des points superconformes a la Argyres 
et Douglas (1995) dans les theories N = 2. Ces points superconformes peuvent 
etre obtenus par exemple dans les theories asymptotiquement libres poTir certaines 
valeurs particulieres des masses nues des quarks (Argyres et al. 1996). La limite 
infrarouge de la theorie asymptotiquement libre est alors une theorie superconformc 
non-triviale a quatre dimensions, pour laquelle il n'existe pas de formulation en termes 

* Notons aussi les articles independants et simultanes de Schulze et Warner (1997) 
et d'Alvarez-Gaume, Marifio et Zamora (1997), oil des calculs similaires sont effectues. 
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d'une theorie dcs champs locale. L'existence de tels points est relice dans Ferrari 
(1997b) au phenomene de "transmutation" d'une particule cliargee electriquement en 
particule chargee magnetiquement. De telles transmutations doivent necessairement 
se produire en particulier en raison des symetries discretes qui existent quand m — 0. 
Nous reviendrons sur ce phenomene au chapitre III. 



II Proprietes de la 
theorie quautique 



1. Lagrangiens et sijmetries 
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Le chapitre commence par une presentation des lagrangiens des theories que nous 
etudions dans ce mcmoire et de la geometric spcciale associee. Certaines proprietes 
des corrections quantiques sont ensuite etudiees, en particulier les theoremes de non- 
renormalisation et la serie d'instantons. Puis I'expose se concentre sur une propriete 
ties inattendue de la supersymetrie N = 2. Je montre qu'il est possible d'obtenir 
1 'invariant rj de certains operateurs de Dirac couples a des champs monopolaires, 
qui n'ont a priori rien a voir avec la supersymetrie, directement a partir d'un calcul 
perturbatif a une boucle dans la theorie supersymetrique. Ces resultats inedits seront 
publies ulterieurement. J'expose egalement le calcul traditionnelle de I'invariant 77. 
Outre son interet intrinseque, ce calcul fut a la base de Particle Ferrari (1997a). Sa 
complexite fait aussi ressortir I'interet de la nouvelle methode de calcul basee sur la 
supersymetrie. 

1. Lagrangiens et symetries 

> Les lagrangiens renormalisables et leurs symetries 

D'une maniere generale, le lagrangien est la somme de deux termes, 

L = Li + L2, (III) 

oil Li correspond a la theorie de jauge pure et L2 au couplage eventuel avec des 
quarks de differentes saveurs. Li contient, en termes de superchamps N = 1, un 
superchamp vectoriel W et un superchamp chiral $ qui peuvent s'ecrire* 

= -^D'e-'^'D^e''' (II.2) 
lb 

avec 

V = -ea^'OA^ + io^exi - ifex^ + ^e^fo (11.3) 

et 

d) = ^{y) + ^/2e\\y) + e''F{y). (II.4) 
D et F sont des champs aiixiliaires et Da et sont les derivees spinorielles 

Da = da+ i^y^^^d^, Da = -da - i^^crj^a^ (II.5) 

* Les conventions pour les spineurs, matrices cr, etc, sont celles de Wess et Bagger 
(1992). En particulier, la metrique de I'espace-temps est 77 = (—1, 1, 1, 1). 
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et 

y — X + i9a9 

de telle maniere que $ soit bien un superchamp chiral 

= 0. 



(11.6) 



(II.7) 



est le champ de jauge, Ai et A2 sont deiix spineurs de Majorana, et cj) est un champ 
scalaire complexe qui n'est rien d'autre que le boson de Higgs du modele. Tous ces 
champs se transforment dans la representation adjointe du groupe de jauge G, et se 
developpent sur une base {T"-) de I'algebre de Lie 5, = A'^T"' par exemple. Nous 
normaliserons toujours les generateurs T'* par la relation 



2 



(11.8) 



Quand le groupe de jauge est SU(2), qui est le cas qui nous interessera au premier 
chef par la suite, on a simplement 



rj-\a 



(11.9) 



oil les cr" sont les matrices de Pauli. On pent ecrire le lagrangien de la theorie de 
jauge pure sous la forme 



1 

47r 



(11.10) 



oil T est la constante de couplage definie en (1.21). Pour voir que ce lagrangien a bien 
deux supersymetries, le plus simple est de I'ecrire en termes des champs habituels 
en mettant en evidence la symetrie SU(2)jj caracteristique de N = 2. Sous cette 
symetrie, les deux spineurs de Majorana forment un doublet, que nous noterons (A"*), 
1 < ^ < 2 (ou (Xa) = (A^)). Apres elimination des champs auxiliaires, le lagrangien 
pent alors se mettre sous la forme manifestement invariante suivante : 



tr 



-If^.F'^- + ^F^^F'^^ - 2D^cl>^D^cl> - 2iA^(7'^D^A^+ 



2V2i{4) 

Dans cette derniere expression, on a 



eABA^A^ + (/>e^^A^AB)-^[(/>, 



AB- 



1 



Ffj,i/ — d^Ajy di/Afj, -\- i[Aij_, Ajy], 
1 



F>p =d^ + i[A^, 



2 ^ pni 



(11.11) 

(11.12) 
(11.13) 
(11.14) 
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En plus de la symetrie SU(2)^, Li a une symetrie U(l)^ supplementaire qui 
correspond aiix transformations 



— , e*"A^, (f) — > e^*"*/.. (11.15) 



V{<l>) = —tr[<P,<P^]' (11.16) 



Remarquons que le potentiel scalaire de la theorie est donne par 

1 

et a done des directions plates, au moins au niveau classique, qui correspondent a 
[0, 0t] =0. Lorsque 

(0) = laa3, (11.17) 

le groupe de jauge SU(2) est brise en U(l) et deux bosons de jauge prennent une 
masse Mw — \/2\a\ selon le mecanisme de Higgs alors que le troisieme reste de masse 
nul et joue le role du photon dans la theorie. 

Le couplage a des champs de quark s'effectue en ajoutant a Li des termes L2 
correspondant a des hypermultiplets de matiere N = 2. Chacun do ccs hypermulti- 
plets contient deux superchamps chiraux N = 1, que nous noterons Qf et Qf, et qui 
se transforment dans des representations complexes conjuguees du groupe de jauge. 
On developpe Q/ et Q/ de la maniere habituelle, 

Qf = qf + V20i;f + e^ff, Qf = qf + V2ei;f + e^ff, (11.18) 

ou (QfiQf) est un doublet de champs scalaires complexes pour SU(2)^, que nous 
noterons aussi (qf), et {ip f , ip^j^) forme un spineur de Dirac. Le lagrangien L2 s'ecrit 

L2 = J dWe(^Qy^Qf+Q\e^^Qf')-iV2[J d^eQf{^-'^)Qf-c.c^, (ILIQ) 

ou les nif sont les masses nues des quarks. Les masses physiques des quarks, apres 
brisure de la symetrie de jauge, sont de la forme ^/2\a/2 ± m//\/2|- On pent ecrire 
L2 sous une forme manifestement invariante sous SU(2)^, 

L2 = - D^q]^D^qf - ^^|Ja^'D^^^ - i'^^a^'D^^^ 

+ iV2{qfAX^^f - tp]\Aqf - e^'^qfAXs^} - eAB^fX^^qf) 

+ iy/2{iPf(j)ijf - tpj(l)^\) - i{mfi^fijf - m}ij\^) - V,(0, q). (IL20) 

Vs{(f), q) est le potentiel scalaire qui vient s'ajouter a (IL16) et qui prend la forme 

Vs ^ImjfqfqfA + V2{mfqfA(pqf + m)qfA4>^qf) + qfA{(p, 4>^]qf 

+ \{qfAT^4f - \e^^ecD{qfAT<^qU^f'BT-qf,). (n.21) 
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Le lagrangicn L2 est invariant sous une symetrie baryonique U(l) ou Nf est le 
nombre de saveurs, et qui correspond aiix transformations 

Qf^e'^^Qf, Qf^e-'^^Qf. (11.22) 

A cette symetrie, on associe des charges abeliennes Sf qui joueront un role parti- 
culierement important dans la suite car elles apparaissent dans la charge centrale 
de I'algebre de supersymetrie. De plus, on a une symetrie de saveur manifeste 
supplement aire lorsque certaines masses m/ coincident. Ainsi, pour Nf saveurs de 
masses egales, la symetrie de saveur associee est SU(Arj). Les cas qui vont nous 
interesser dans ce memoire corrcspondront soit a un quark dans la representation 
adjointe de SU(2), soit a des quarks dans la representation fondamentale de SU(2) 
(avec 1 < Nf < 4). C'est pour ce contenu en champ que I'on peut obtenir des theories 
asymptotiquement libres ou invariantes conformes. Lorsque le groupe de jauge est 
SU(2), et lorsque certaines des masses nues sont nuUes, la symetrie de saveur est 
elargie. Cette particularite vient du fait que la representation fondamentale de SU(2) 
est pseudo-reelle. Ainsi, au lieu d'utiliser les champs Qfj {j est ici un indice de 
jauge, 1 < J < 2) comme nous I'avons fait jusqu'a present, on peut plutot utiliser 
Qj. — e^^Qfki qui se transformera strictement comme Qf. Le lagrangien L2 se reecrit 
alors immediatement sous une forme manifestement invariante sous 0{2Nf), si Nf 
masses sont nuUes. Dans le cas oil toutes les masses sont nuUes, on recupere aussi la 
symetrie chirale U(l)^ a condition de suppleer les transformations (IL15) par 

V^/^e-^V/, ^/^e-^>/- (11.23) 

Notons enfin que lorsque deux masses nues ou plus coincident, il existe dans la theorie, 
en plus de la branche de Coulomb le long de laqucUc Ic groupe de jauge est brise en 
U(l) par (0) 7^ (voir 11.17), une branche de Higgs ou la symetrie de jauge est 
completemeiit brisee par (qf) 7^ et (qf) 7^ 0. Nous n'ctudierons pas plus avant 
ces branches de Higgs, principalement en raison du fait que la theorie ne subit pas 
de corrections quaiitiques dans ces regimes (voir par exemple Antoniadis et Pioline 
1996). 

Le cas 011 on a une saveur de quark de masse m dans la representation 
adjointe correspond a la theorie avec quatre supersymetries lorque m = 0. Cette 
theorie est en fait unique, dans le sens 011 le seul parametre libre correspond a la 
constante de couplage r. II est interessant d'ecrire son lagrangien sous une forme 
manifestement invariante sous SU(4)^. L'existence d'une telle symetrie est le signal 
de la supersymetrie N = 4. Pour ce faire, on introduit un tenseur antisymetrique 
S"^^ dans la representation adjointe du groupe de jauge, qui s'exprime en fonction 
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des champs scalaires = 01, q = (j)2 et q = (j)3 selon 



/ -01 -02 -03 \ 

1 -4 4 

02 0j -0l 



(11.24) 



V03 -0S 0l J 



S se transformc dans la representation 6 de SU(4) (qui n'est rien d'autre que la 
representation fondamentale de SO (6)). En notant Sab = {S^^)*, le lagrangien 
s'ecrit 



Ln=4: — — 5-tr 
9^ 



1 



+ ^V2([-S^B, A^]A^ - Aa[Ab,^^^]) + ^^""if^As, -5cd]] • (11.25) 

On pourrait ecrire aisement le lagrangien correspondant lorsque la masse nue de 
I'hypermultiplet est non-nuUe. Signalons simplement que dans ce cas, la theorie 
a alors une unique branche de Coulomb. Le long de cette branche, la masse 
physique des bosons W est v/2|a|, celle des hypermultiplets charges electriquement 
est v^la ± m/-\/2| et celle de I'hypermultiplet neutre est |m|. 

> Lagrangiens generaux, geometrie speciale et dualite 

A basse energie, on pent donner une description effective des theories dont nous 
avons presente le lagrangien microscopique ci-dessus. Les etats massifs se decouplent 
et la theorie effective est une theorie de jauge abelienne N = 2 qui ne contient 
comme champs elementaires que le multiplet du photon {W,A), o\iW et A sont des 
superchamps N = 1 qui correspondent a la composante selon des superchamps 
W et ^ de la sous-section precedente. Ce multiplet du photon est soumis a des 
interactions extremement complexes, qui resultent de I'effet indirect des particules 
massives sur lesquelles on a integrees. Les seules contraintes sur le lagrangien effectif 
proviennent de la supersymetrie = 2 et de I'invariance de jauge. En particulier, Leff 
est non-renormalisable, et contient des termes avec des derivees d'ordre quelconque. 
Nous nous limiterons dans la suite aux termes contenant au plus des derivees 
secondes. Ceci est loin de rendre le probleme simple. Par exemple, pour pouvoir 
calculer ces termes, il faut savoir calculer la fonction de correlation a quatre fermions 
(AiA|), qui regoit des corrections non-perturbatives de type instanton tres difficiles 
a obtenir a priori comme nous le verrons plus loin. Ceci ne rend pas le probleme 
moins interessant non plus. En effet, la connaissance de cette partie du lagrangien 
effectif est suffisante pour obtenir de maniere exacte la charge centrale de I'algebre de 
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supersymetrie, et done la masse de tous les etats BPS en utilisant la formule (1-17). 
C'est cet aspect qui a joue un role crucial dans mes travaiix de recherche. 

Independamment de I'etude de la dynamique quantique de la theorie, I'etude 
approfondie de la structure geometrique de la supersymetrie AT = 2 a permis de 
comprendre quelle pouvait etre la structure la plus generale d'un lagrangien du type 
dc Leff (dorenavant, on notera Lgfj la partie du lagrangien effectif ne contenant que 
des derivees d'ordre inferieur ou egal a deux) (B. de Wit et al. 1984ab, Strominger 



oil Teff(^) est une fonction holomorphe de A (c'est-a-dire qu'elle ne depend pas de 
A) et K une fonction a valeurs reelles. Lorsque Ton developpe (11.26) en ecrivant 
A = a + A, a etant comme toujours la valeur moyenne du Higgs et A un multiplet 
chiral tel que {A) = 0, on obtient immcdiatement les prefacteurs des termes cinetiques 
du champ de jauge contenu dans W et du champ scalaire contenu dans A. Ceux-ci 
sont respect ivement proportionnels a Q^mreff (a) et a Gaa = dad^K{a,a). La metrique 
de Kahler Gaa, qui derive du potentiel de Kahler K, est definie sur I'espace des 
parametres de la theorie, que nous appellerons aussi espace des modules A4, et qui 
est ici une variete complexe de dimension un parametrisee par a. Remarquons que 
si la theorie de jauge microscopique etait basee sur un groupe de jauge de rang r. 
Taction effective serait constituee par r multiplets {Wj,Aj) et I'espace des modules 
serait de dimension complexe r. Nous nous limitons ici a r = 1, mais la discussion 
pent sans peine se generaliser. Deux conditions necessaires de coherence, assurant la 
positivite des termes cinetiques et done I'unitarite de la theorie a basse energie, sont 
que 



Nous verrons au chapitre III que de telles contraintes ont des implications physiques 
tres importantes. 



1990). On a 




(11.26) 



QmTeff{a) >0 et 
dadaK{a,a) >0. 



(11.27) 
(11.28) 



Lorsque le nombre de supersymetries est deux, le champ scalaire et le champ de 
jauge sont dans le meme supermultiplet, et on pent s'attendre a ce qu'il existe une 
relation entre Teff et K. C'est effectivement ce qu'il se produit. II existe alors une 
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fonction holomorphe J^{a) de la variable a* appelee prepotentiel, telle que 

d^J^ geff(a) ^ . 47r 

(a, a) =»m ^) • (11.30) 

Cette structure gcomctrique particuliere s'appelle geometrie Kahler speciale.** Les 
deux conditions (11.27) et (11.28) ne font alors plus qu'une, 

> 0. (11.31) 

L'action effective N = 2 s'ecrit finalement 



-C'eff = -s- 



/ d'^e + 2 / dHd'eA^] ■ (11.32) 

J oA^ J oA\ 



On retrouve le cas particulier d'un lagrangien renormalisable, qui correspond aussi a 
Taction effective a I'ordre des arbres, pour 

•^ = •^0 = ^ryl^, (11.33) 

T etant donnee par (1.21). 

La propriete essentielle de la geometrie speciale est son invariance sous des trans- 
formations du groupc symplectique Sp(2r, M), c'est-a-dire pour nous sous Sp(2, R) = 
SL(2,M). Pour voir ceci, il suffit d'introduire la variable "duale" 

aD{a) = —. (11.34) 
oa 

ce qui permet d'exprimer le potentiel de Kahler sous la forme 

K — '^smaaD — — (ood — omb) = —M ■ i^, (11.35) 

ou • denote le produit symplectique standard et VL est le vecteur colonne ("section" 
sur M) 



* depend aussi des autres parametres de la theorie, comme Fechelle de masse A 
ou les masses nues des hypermultiplets. 



Pour un expose detaille, voir par exemple Craps et al. (1997). 
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La metrique est done invariante sous les transformations 



aD\ Mf^^V M=f^ ^1, (11.37) 



a J Vay' \cdj^ 

ou M est une matrice reelle telle que ad — bc= 1. La constante de couplage effective 
se transforme quant a elle de la maniere suivante, 

Teff = ^ —7- (n.38) 

Ces transformations sont strictement analogues aux transformations de dualite (1.22) 
et (L23), et il est extremement tentant de penser qu'elles correspondent bien a des 
rotations electrique/magnetiques. Nous verrons au chapitre III un argument general 
utilisant I'integrale fonctionnelle qui permet de montrer ceci. Au niveau quantique, 
SL(2,R) sera alors reduit a SL(2, Z), comme explique en L4. 

> La charge centrale a partir de Lefj 

Admettons pour I'instant que les transformations de dualite et les transforma- 
tions symplectiques sur Leff coincident. La masse d'un dyon (ue, rim) quelconque pent 
alors se deduire de la masse -\/2|a| du boson W""" (1, 0) en effectuant une transforma- 
tion symplectique (n.37). On obtient 

-^(ne,n^) = V2\aDnm " ane\ (IL39) 
ce qui montre d'apres (L17) que 

Z = aoUm — arie, (n.40) 

eventuellement a une phase e^"^ pres. A I'ordre des arbres, ao = ra selon (n.33) et 
(n.40) est en parfait accord avec (L19) ou (L20), ce qui montre que (f = 0. Lorsque 
la masse nue m/ des quarks est non-nuUe, on a vu que leur masse physique etait 
Afquark = V^\a/2±mf / \^\ dlovs que leur charge electrique est rie = 1/2. Ceci montre, 
et on pent le verifier explicitement, que dans ccs cas les charges baryoniques 5'/ 
correspondant aux transformations (IL22) interviemient aussi dans la charge centrale 
Z comme dans la formule (L24). On pent alors se demander comment generaliser 
(IL40). En appliquant la meme idee que dans le cas ou m/ = 0, on pent effectuer 
une transformation de dualite sur la formule 
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qui est correcte pour les quarks. Si on suppose que les charges Sf ne participent 
pas aux transformations de dualite, on obtient alors a la suite de Seiberg et Witten 



Cependant, comme je le montrerai dans la section 3 de ce chapitre (voir aussi Ferrari 
(1997a)), cette formule est erronee. Dans une transformation de dualite, la charge 
Sf se melange intimement avec la charge electrique et la charge magnetique, et en 
particulier contribue a la variable semi-classiquement. La formule correcte est 



ou les Sf sont des constantes qui ne sont pas directement reliees aux charges 5'/ mais 
que Ton pent calculer a I'aide d'arguments de coherence (voir Ferrari (1997a, 1997b)). 

> Trois methodes pour calculer L^g 

L'analyse ci-dessus suggere trois angles d'attaque pour calculer Lefj, c'est-a-dire 
le prepotentiel J^. 

• Premierement, (11.32) relie a diverses fonctions de correlation que Ton pent 
calculer directement en theorie des perturbations et par un calcul d'instanton. Ainsi, 
la constante de couplage de jauge est directement reliee a d^J^ et la fonction de 
correlation a quatrc fcrmions (Af A|) est proportionnelle a d^J^. Le calcul d'instanton 
est discute dans la prochaine section. 

• Deuxicmement, (L24) et (11.43) relient a et od a des charges abeliennes que I'on 
pent calculer en principe a partir des methodes generales de fractionnement de charge. 
Cette approche sera presentee dans la section 3 de ce chapitre. 

• Troisicmcment, on pent essayer d'utiliser le fait que JF est une fonction holomorphe 
soumise a la contrainte (11.31) plus a d'autres contraintes sur ses asymptotes qui 
proviennent d'une analyse physique fine. Cette approche est celle de Seiberg et Witten 
et sera expliquee au chapitre IIL 

Les liens intimes entre ces trois approches sont a I'origine de I'extreme richesse 
de la physique et des mathematiques associees aux theories de jauge N — 2. 



(1994b) 




(n.42) 




(IL43) 
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2. Etude des corrections quantiques 

> Degenevescence du vide 

L'equation (11.16) montre que la valeur moyenne du Higgs n'est pas determinee 
au niveau classique dans les theories que nous etudions. On pent se demander si cette 
degenerescence pent etre levee au niveau quantique. Nous allons montrer qu'il n'en 
est rien. En effet, la forme la plus generale de Faction effective micros copique (valable 
a toutes les energies) est de la forme 

riPi = -^Sm [ d^'xtrl [d^e^^i-j;W''w' + 2 [ d'od'e ^{e'^'r'^l , 

Att J Ij J d(j)''^ ' ^\ 

(11.44) 

plus des termes pour les champs de quarks. Dans cette formule, qui est une 
generalisation evidente de (11.32) au cas non-abelien, Q est une fonction holomor- 
phe invar iante de jauge a priori quelconque et les indices a et 6 sont des indices de 
jauge. On pent alors montrer facilement a partir de (11.44) que le potentiel scalaire 
quantique est toujours proportionnel a [0, (j)^]'^ (en prenant les valeurs moyennes des 
eventuels champs de quarks nuUes), et que done les directions plates du potentiel ne 
sont pas levees. Au niveau quantique, et de maniere exacte, I'espace des vides de la 
theorie est done une variete complexe de dimension un, parametrisee par la quantite 
invar iante de jauge 

w=(tr(/)2). (11.45) 

Une maniere plus traditionnelle de montrer que la supersymetrie n'est pas brisee est 
de calculer I'indice de Witten tr( — 1)^ de la theorie. Pour ce faire, il est necessaire 
de briser AT = 2 en donnant une masse M a tous les multiplets N = 1 dans les 
lagrangiens (11.10) et (11.19), a I'exception du multiplet vectoriel W afin de ne pas 
briser I'invariance de jauge. Le calcul donne alors (Witten 1982) 

tr (-1)^ = 2 (11.46) 

quand le groupe de jauge est SU(2). Ceci assure que I'energie du vide de la theorie, 
c'est-a-dire la valeur minimale du potentiel scalaire en tenant compte des corrections 
quantiques, est zero quand M 7^ 0, et qu'il y a au moins deux etats fondamentaux 
dans la theorie. Cependant, quand M — 0, il se pourrait que ces etats d'energie zero 
"fuient a I'infini" et que le potentiel scalaire n'ait pas de minimum. Cette possibilite 
est exclue par I'analyse basee sur l'equation (11.44). Quand M = 0, on a en fait une 
infinite de vides dans la theorie. Dans le cadre de la theorie de jauge pure, nous 
verrons au chapitre III qu'il est possible d'identifier parmi cette infinite d'etats les 
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deux qui correspondent aux etats fondamentaux de la theorie M 7^ 0. Nous verrons 
que cette identification est a la base de la preuve par Seiberg et Witten (1994) du 
confinement des charges electriques dans cette theorie quand M ^ 0. 

> Theoremes generaux de non-renormalisation 

II est bien connu, depuis les annees 30, que les contributions des boucles de bosons 
et des boucles de fermions ont un signe oppose. Dans le contexte de la supersymetrie, 
on pent esperer des compensations exactes entre les deux types de contributions. 
C'est effectivement ce qu'il se produit. Le resultat general est le suivant (Grisaru et 
al. 1979, Grisaru et Siegel 1982) : les termes de Taction microscopique qui ne peuvent 
pas s'ecrire comme des integrales sur le superespace {9, 6) tout entier ne sent pas 
renormalises. De plus, I'operateur e^^ n'est pas non plus renormalise dans les termes 
cinetiques pour les superchamps chiraux. Generiquement, le theoreme implique que 
les termes de masse et le superpotentiel ne sont pas renormalises, alors que les termes 
cinetiques peuvent I'etre. Remarquons en particulier que le terme cinetique de jauge 

j (fe tr + CO. (X j dWetr {e-^^ D^e''')D^ {e-^^ D^e^^) (11.47) 

est bien renormalise en general. 

Dans le cadre des theories avec deux supersymetries, le theoreme de non- 
renormalisation a des implications drastiques. Pour comprendre cela, introduisons 
les constantes de renormalisation les plus generales autorisees par la supersymetrie 
N = 2. On a une constante de renormalisation Zg pour la constante de couplage, une 
constante Zw pour le multiplet vectoriel {W, $) et deux constantes Zf et Z^f pour 
chaque hypermultiplet de quarks massifs : 

W = Wr^/Z^, p = ^rVZ^, 9 = 9rZg, ^jj^g^ 

Le couplage des quarks au champ de jauge n'est compatible avec la supersymetrie 
= 2, et avec I'invariance SU(2)^ en particulier, que si 

Zf = Zf^fz^. (n.49) 

Le theoreme de non renormalisation implique de plus que 

Z/^Z^^l, Zm,Zf = \, (IL50) 

et done finalement 

Zw = Zf = z^^ = 1. (n.5i) 
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La conclusion tres importante est la suivante : seule la constante de couplage est 
renormalisee. En particulicr, les masses nues des quarks sont de vcritables constantes 
qui parametrisent la theorie. L'argument tres simple precedent n'est pas exempt de 
subtilites. II necessite en particulier de travailler dans un formalisme manifestement 
invariant sous N = 2. Pour les details, voir rarticle par Howe et al. (1983). 

> Caractere &m de la theorie a une boucle 

Nous n'en avons pas encore fini avec les theoremes de non-renormalisation de la 
theorie des perturbations. Nous avons en effet deja signale en 1.4 que les courants 
associes aux dilatations et a I'anomalie chirale etaient dans le meme multiplet 
(A/" = 1), et que done on pouvait s'attendre en vertu du theoreme d'Adler et Bardeen 
a ce que le calcul de la fonction /? s'arrete a une boucle. Comme on a vu qu'il n'y a pas 
d'autre renormalisation a efFectuer, ceci impliquerait la finitude de la theorie au-dela 
d'une boucle. Get argument est faux dans le cadre des theories N = 1 : \e courant 
renormalise qui satisfait au theoreme d'Adler et Bardeen n'est pas dans ce cas dans 
le meme multiplet que le courant des dilatations (Grisaru et West 1985). Geci vient 
simplement du fait que le schema de renormalisation qui mene au theoreme brise 
la supersymetrie = 1 manifeste. Par contre, nous allons montrer qu'il est correct 
quand N = 2, en. utilisant un argument tres simple du a Seiberg (1988). 

Gherchons a determiner perturbativement la fonction qui regit Paction effective 
a basse energie (11.32) de nos theories. Pour cela, plagons nous dans le cas oil la masse 
nue des eventuels quarks est nuUe. Bien sur, ceci ne pent affecter la renormalisation de 
g. La theorie a alors I'invariance U(l)^ chirale (11.15). Gette symetrie est anormale, 
et le courant j^^ associe verifie la relation standard 

d^3^ = '^^^irF^,F^^^ (11.52) 

a tous les ordres de la theorie des perturbations. En particulier, une petite variation 
dans Leff correspondant a la symetrie (n.l5), 

5A = 2iA5a, 6W = 2iW6a, 59 = iOSa, (IL53) 

doit s'accompagner d'une variation 

'^^eT = F,.F^^5a (n.54) 

de la partie perturbative de Lefj.* II est alors tres elementaire de constater que le 

* Bien sur, les contributions d'instantons violent U(l)^ et le raisonnement ci- 
dessus n'est pas valable pour Taction effective exacte. 
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seul prepotentiel T compatible avec (11.54) est de la forme 




A' log 



(11.55) 




L'apparition de I'echelle d'energie A^v^ caracteristique de la theorie est habituelle 
dans les theories asymptotiquement libres. La constante de couplage renormalisee 
g{(i) peut alors etre obtenue directement a partir de (11.29), ce qui donne pour la 
fonction /3 perturbative 



Ceci est bien sur en parfait accord avec le calcul traditionnel a une boucle, et on voit 
qu'aucune correction d'ordre superieur n'est autorisee. Le coefficient devant est 
directement relie au coefficient dans (IL52), ce qui demontre bien la relation entre 
anomalie chirale et anomalie conforme. 

On peut se demander pourquoi I'argument precedent ne s'applique pas aussi 
dans le cas A/" = 1. En effet, nous avons apparemment seulement utilise le fait 
que la fonction de A devant le terme dans Faction effective etait holomorphe, 
ce qui est egalement vrai dans le cas = 1 d'apres (11.26). En fait, nous avons 
fait Fhypothese implicite supplement aire que le champ A qui apparait dans Leff 
se transformc de maniere simple sous U(l)jj, c'est-a-dire comme le champ (/> du 
lagrangien microscopique (comparer bA (11.53) et 50 dans (11.15)). Ceci n'est pas 
vrai dans le cas = 1 ; c'est en fait une certaine combinaison A = h{A) du champ 
A qui aura une loi de transformation simple. Si h est holomorphe, ce changement 
de variable est parfaitement autorise par la supersymetrie = 1. Par contre, quand 
N = 2, toute transformation de A doit s'accompagner d'une transformation de W, 
et ceci est alors incompatible avec Vinvariance de jauge. Done hN=2{A) = ^ et on 
voit que I'argument qui a mene a (IL56) est correct. 

> Forme generale de la serie d'instantons 

Nous allons examiner a present la forme des eventuelles corrections d'instantons 
a T. Pour plus de simplicite, nous nous limitons ici au cas oii la masse nue des quarks 
est nulle. Nous verrons dans la prochaine section, et brievement a la fin du chapitre 
III, comment T est modifiee quand rrif ^ 0. 

Le calcul d'instanton a des proprietes remarquables dans le cadre des theories 
supersymetriques, et il peut etre utilise pour obtenir des informations quantitatives 
contrairement a ce qu'il se passe en QCD non-supersymetrique (Affieck et al. 
1984 et 1985). Bien que lorsque la valeur moyenne du Higgs a est non- nulle, les 
instantons ne soient plus des solutions exactes des equations du mouvements, ils 




(IL56) 
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peuvent quand menie etre utilises ("instantons contraints") et aucun probleme lie 
aux divergences infrarouges dont nous avons deja parle en I.l n'apparait car a joue le 
role d'une coupure naturelle a grandc distance. D'autre part, alors qu'il est en general 
techniquement difficile, voire impossible pour des configurations a deux instantons 
ou plus, de calculer le determinant des fluctuations autour de I'instanton ('t Hooft 
1976b), dans le cas supersymetrique les determinants bosoniques et fermioniques se 
compensent exactement pour les modes massifs (d'Adda et di Vecchia 1978), et il 
suffit d'effectuer une integration sur les modes zeros (coordonnees collectives), qui 
sont en nombre fini, pour obtenir un resultat quantitatif. Cette propriete n'est en 
fait qu'un cas particulier d'un theoreme de non-renormalisation plus general, valable 
pour N = 2, selon lequel les corrections perturbatives a tous les ordres autour de 
I'instanton s'annulent (Seiberg 1988). Ce theoreme est une consequence direct du 
groupe de renormalisation et de I'anomalie chirale. En effet, une contribution a n 
instantons au prepotentiel J- (a) est de la forme 

T^n^a- { ^\ (11.57) 



d'apres (1.3) et (11.56) (la theorie effective est definie a I'echelle naturelle \i = |a|). 
Des corrections de boucles autour de I'instanton donneraient au coefficient Tn^ une 
dependance en a, avec des termes logarithmiques en (log(a^/A^))^. Ceci serait en 
contradiction avec I'equation (11.52) qui montre qu'au moins un sous groupe Z2(4_7V/) 
de la symetrie chirale U(l)^ doit rester une symetrie exacte au niveau quantique, 
puisque 

^ y d^xtrF^^F^" e Z (11.58) 

et qu'une variation de Paction microscopique par un multiple entier de 27r n'a pas 
de signification au niveau quantique. Par contre, lorsque Tn^ est une constante 
independante de a, le terme Tn^ {K/ a)'^'^^~^f^ respecte parfaitement la symetrie 
^2{A-Nf) puisque a est de charge 2 d'apres (11.15). 

De la discussion precedente, qui a montre le lien profond entre la fonction 
I'anomalie chirale et Taction classique de I'instanton, nous pouvons deduire la forme 
generale pour T : 

^ n=l V / 

De plus, lorsque Nf > 0, seules les contributions avec un nombre pair d'instantons 
sont non-nuUes : 

^2r!^l = 0. (11.60) 
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Ceci vient du fait que la theoric a une symetrie de saveur 0{2Nf) au niveau clas- 
sique. La parite (transformation de determinant —1) de 0{2Nf) est, comme U(l)jj, 
anormale au niveau quantique. Cependant, en composant ces deux transformations, 
on etend la symetrie chirale quantique Ij2{4-Nf) en Z4(4-Nf), ce qui interdit des 
contributions ayant un nombre impair d'instantons. 

Remarquons pour conclure cette section qu'un certain nombre de points restent 
en suspend a ce stade. Au dela du calcul explicite des coefficients J-'n^ , on ne 
salt absolument pas si la serie (11.59) converge.* De plus, il n'est pas exclu que, 
independamment des instantons, d'autres effets non-perturbatifs de nature inconnue 
puissant contribuer a T. Toutes ces questions ont trouve une reponse dans las travaux 
da Saibarg at Wittan (1994) comma nous la varrons au chapitra III. 



3. Fractionnement de charge et supersymetrie etendue 

Je discute ci-dessous certains aspects du phenomene de fractionnement de charge. 
L' accent est mis avant tout sur des aspects mathematiques inedits de la supersymetrie 
N = 2. Les aspects physiques sont discutes en details dans Ferrari (1997a). 

> Le phenomene de fractionnement de charge 

On pent calculer directement la charge centrale Z a partir des equations (11.55), 
(11.40) et (11.34) lorsque m/ = 0. On tire alors les charges electrique Qe et magnetique 
Qm de la formule (1.19). En notant 



on obtient 



= lale-^^''/^^-^^), A = |A|e^^/("-^/), (11.61) 
/ 9 -\- 6 \ 

Qe^gy-rie^ — 27v^^^)' (n.62) 

(11.63) 



Qm =gnm—^ log 

ZTT 



La formule pour Qm est bien en accord avec la relation de quantification de Dirac 
(1.9), puisque d'apres (11.56) 



log 



(11.64) 



* La calcul direct das coefficients dans la cadre du calcul d'instanton est possible 
jusqu'aux contributions a deux instantons, voir par example Finnell at Pouliot (1995), 
Doray et al. (1996) ou Ito at Sasakura (1996). 
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Quant a la formulc pour Qe, elle est en parfait accord avec la formule de Witten dont 
nous avons deja parlc en 1.4. 6 est Tangle 6 nu de la theorie. Le fait que la combinaison 
6 + 9a apparaisse dans (11.62) n'est pas etonnant, puisque I'on pent rendre a reel en 
effectuant une transformation chirale (11.15) qui a pour effet de changer 9 en 9 + 9a- 

Qe n'est pas un multiple entier de Qq = g/2, qui est le quantum de charge 

elementaire de la theorie (si Nf = 0, Qq = g), car I'invariance CP est brisee, a la fois 

~ CP ~ CP -}- 

par Tangle 9 nu (FF —FF) et par ($5m 0) 7^ ((^ — > (/)'). Ceci pent se comprendre 

facilement en utilisant la relation de quantification de Dirac gencralisee au cas des 

particules chargees a la fois electriquement et magnetiquement (Schwinger 1966 et 

1968, Zwanziger 1968) et le fait que Qe est impaire alors que Qm est paire sous CP : 

Qe ~Qei Qm ^ Qmi (11.65) 

L'argument est detaille dans Particle de Witten (1979). D'une maniere tout a fait 
analogue, c'est la brisure de CP qui est responsable de termes correctifs non-triviaux 
dans les charges baryoniques Sf, qui sent, comme la charge electrique, impaires sous 
CP. Ceci sera explique en details dans Ferrari (1997a). 

Ces charges baryoniques jouent un role essentiel lorsque les masses nues des 
quarks sont non-nuUes, car elles interviennent alors dans la charge centrale de I'algebre 
de supersymetrie d'apres (1.24). On a de plus dans ce cas une nouvelle source de 
brisure de I'invariance CP, S^m/m ^ 0, puisque g/ ^ — g| et g/ ^ ~^/- Lorsque 
SJm {a/mf) ^ 0, il n'est pas possible de transferer toute la brisure de CP dans Tangle 
$ nu en effectuant une transformation de U(l)^, et on peut done s'attendre aussi a 
de nouveaux termes dans la charge electrique Qe- 

Nous allons voir ci-dessous que les termes correctifs dans Sf sont directement 
relies a I'asymetrie spectrale, ou invariant rj, de certains opcrateurs de Dirac. Nous 
presenterons ensuite un calcul inedit et tres simple de I'invariant 77, en utilisant en 
particulier les proprietes d'holomorphie de Z{a). Un aspect remarquable de ce calcul 
est qu'il utilise la supersymetrie N = 2 comme un outil auxiliaire, les operateurs 
de Dirac etudies etant gcncraux et sans lien avec la supersymetrie elle-mcme. Nous 
confirmerons ensuite les resultats par une etude directe plus classique mais beaucoup 
plus fastidieuse. 

> Fractionnement et invariant rj 

Pour calculer la charge baryonique S d'un monopole,* la methode la plus 
naturelle est de quantifier la theorie autour de la solution classique monopolaire 



* S, ou Sf, est la charge baryonique associee a une saveur de quark donnee. 
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correspondante, puis de calculcr dircctement S par la methodc dc Noether. Ce 
sont Ics fcrmions, par I'intermediaire des modes zeros et de Pasymctrie spectrale 
de I'equation de Dirac, qui sont a I'origine des contributions non-triviales pour S 
(voir en particulier Nienii et Semenoff 1986b). Le hamiltonien correspondant, deduit 
directement du lagrangien L2 (11.20), decrit le couplage d'un spineur de Dirac a un 
champ monopolaire du type (1.5) dans la jauge Aq = 0. Pour plus de simplicite, nous 
effectuons une rotation chirale afin d'avoir un champ de Higgs reel. Le hamiltonien 
s'ecrit alors 

H = ia^dk + a^Ak - Pi/ii - ifi2j^ + V2^), (11.66) 

oil les matrices (3 — j^, a'' — P^'' et 7^ sont les matrices de Dirac habituelles. On a 
aussi 

fi = /ii + ifi2 = e-' ""m, (11.67) 

oil m est la masse nue de la saveur de quark consideree avant la rotation chirale. 
Insistons sur le fait que le hamiltonien H est tres general et en particulier n'est pas 
supersymetriquc. Son etude du point de vue du fractionnement de charge date de 
1983 (Paranjape et Semenoff). 

Appelons et les solutions de I'equation de Schrodinger associee a H 
d'energie A(k) respect ivement positive et negative, k est un parametre caracterisant 
un etot d'energie donnee, et en particulier contient des indices d'helicite. On developpe 
alors le champ de Dirac de la maniere traditionnelle 

^h{x) = J dn{h^u,{x) + div^{x)) ^^^^p^- (n.68) 

Le facteur 1/|A(k;)|^/^ joue le role de regulateur. Les regies de quantification standards 
donnent 

{^>K,^'L} = R,4'} = ^(«-«'), (n.69) 

et la methode de Noether permet de calculer la charge S : 

S=\im [ dx: '^l{x)^h{x) : ■ (n.70) 

h->Oj 

Remarquons que cette formule est de nature perturbative dans le secteur solitonique. 
Le produit normal est a priori une forme bilineaire des champs de la forme 

: ^i{x)^h{x) := A [^{{x), ^h{x)] + B {*j^(x), ^h{x)}. (IL71) 



Comme S doit etre impaire par conjugaison de charge (ou par une transformation 
CP), qui revient a echanger hW avec dd\ il faut necessairement que 5 = 0, et done 
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A = 1/2 pour que Ic produit normal soit correctement normalise. Introduisons la 
densitc d'etat p(A) de I'operateur H, ainsi que I'asymetrie spectrale ou invariant rj 
defini par 



La charge S dans I'etat fondamental du secteur solitonique s'exprime alors simple- 
ment d'apres (11.70) comme 



Insistons sur le fait que la formule (11.73) est exacte a condition de calculer S 
en perturbation autour de la solution monopolaire selon (11.70), sans tenir compte 
des corrections d'instantons. Ce calcul reste neanmoins de nature non-perturbative, 
puisque nous nous plagons dans un secteur solitonique de la theorie. 

La charge electrique n'est pas, quant a elle, directement reliee a r], mais a d'autres 
quantites similaires (Niemi et al. 1984). Nous nous limiterons dans la suite a une etude 
detaillee de S. 

> Fractionnement et holomorphie : calcul inedit de rj 

L'idee, pour calculer S et done r/, est d'utiliser la formule (L24). Cette formule 
montre que Z, qui doit etre une fonction holomorphe de a a cause de la supersymetrie 
N = 2 comme on le voit par exemple sur la formule (IL43), est la somme de 
trois termes d'origines tres differentes. Les termes de charge electrique et de charge 
baryonique, qui interviennent dans Z cn factcur rcspectivement de la valeur moyenne 
du Higgs a et de la masse m, subissent des corrections quantiques de nature non- 
perturbatives difficiles a calculer, comme nous I'avons discute ci-dessus. Par contre, les 
corrections a apporter a la charge magnetique sont beaucoup plus aisees a calculer 
car elles proviennent uniquement de la dependance de la constante de couplage g 
avec I'echelle d'energie a via la relation de quantification de Dirac (L9). Comme 
nous allons le voir ci-dessous, g{a) est determinee par un calcul perturbatif a une 
boucle, dans lequel les monopoles magnetiques n'interviennent bien sur absolument 
pas. Ce calcul perturbatif va neanmoins etre suffisant pour deduire des contributions 
non-perturbatives k Qe et k S\ En effet, le terme l/g'^{a) intervient dans Z 
proportionnellement d Um, toujours d'apres la relation de quantification de Dirac. 
Les contributions non-perturbatives kQf, et S, elles aussi proportionnelles au nombre 
quantique topologique Um, correspondront alors aux termes qu'il est necessaire 
d'ajouter a Qm afin que Z soit bien une fonction holomorphe de a. 

II est temps d'effectuer ce calcul explicitement. Pour evaluer 1/(7^ (a), on ne pent 
pas utiliser directement la fonction /? (IL56) en presence de quarks de masse nue rrif. 




(n.72) 




(IL73) 
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En effet, lorsque \a\ << \mf\, le quark corrcspondant ne peut plus contribuer aux 
variations de g en fonction de a. Get effet est trcs bien connu depuis les travaux de 
Weinberg (1980), et joue un role predominant dans I'etude des actions effectives en 
general. La formule correcte a une boucle (et done a tons les ordres de la theorie des 
perturbations dans nos theories supersymetriques) est (Weinberg 1980) 

^ +Alog|a|--^5^1og|a2-2mJ|, (11.74) 



-.2 



a des termes constants pres. Lorsque \a\ » \mf\, la formule est en parfait accord 
avec (11.56). Les termes en log |a ± ^/2mf\/{167r'^) ont I'interpretation physique 
suivante. Lorsque a = ±\^mfj la masse physique du quark corrcspondant s'annule. 
On s'attend done a une singularite dans la constante de couplage apparaissant 
dans Paction effective, celle-ci ayant ete obtenue en integrant sur les quarks ce qui 
n'est bien sur plus valable lorsque la masse de ceux-ci tend vers zero. La forme de 
cette singularite est determinee par le comportement infrarouge de Paction effective 
abelienne couplee a I'hypermultiplet de quark de charge electrique g/2 devenant de 
masse nuUe. La fonction /? abelienne est dans ce cas 

Pm) = + J^' ("-75) 

ce qui permet bien de retrouver le comportement asymptotique de l/^r^ quand 
a — > ±-\/2m/, et en particulier le coefficient l/(167r^) apparaissant dans (n.74). 

Utilisons maintenant la structure speciale de Leff discutee en ILL D'apres (IL29), 
comme Tgff est holomorphe, I'equation (IL74) implique I'existence d'un angle ^gff tel 
que 



Teff(a) = +^ log a - -^^(}ogia - V2mf) + log(a + V2m/)). (IL76) 



On peut alors deduire la variable ao donnee par (11.34) en integrant. Pour obtenir 
une formule sensee, il faut tenir compte du fait que ao doit etre finie dans la limite 
a — > ±-\/2to/, en particulier parce que ao est directement reliee a la masse des 
monopoles magnetiques via les formules (L17) et (IL43). Cette condition est bien 
remplie en rajoutant dans (IL76) des termes sous-dominant, et on obtient 

0'd{cI') = H aloga — — ^^(^(o — V2mf) log(a — V2mf) + 

(a + V^ruf) log(a + -\/2m/)^ 
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+ — a log a — alog(a^ — 2rni) + 



— > ^ log (11.77) 

27r ^ V2 a + ^^2m^ ^ ' 

On en deduit alors immediatement les charges electriques et baryoniques physiques : 

5,=2^argii±^ (11.78) 

P 2 1 ^ "I 

Qe -Tie Um arg o + — V'arg(a^ - 2m)) . (11.79) 

L TT 47r •'J 

La supersymetrie N = 2 nous a permis de relier des calculs a une boucle donnant les 
termes logarithmiques habituels a des grandeurs non-perturbatives proportionnelles 
a rim et faisant intervenir la fonction argument (ou arctangente) ! 

> Le calcul traditionnel de rj 

Pour clore ce chapitre, nous allons retrouver le resultat (11.78) en utilisant 
directement (11.72), en s'inspirant de Particle de Paranjape et SemenofF (1983). 
Introduisons les matrices 

T'^ = iPl'=(^l -l)' ^'='''' ("-^^^ 
et ecrivons le hamiltonien (11.66) sous la forme 

^ = ^o + /x2r=(^^t (n.8i) 

ou 

D = ia''dk + (7''Ak + iitJ.i + V2(f)). (11.82) 



Remarquons que 



ce qui montre que les valeurs propres de H ont un module superieur a I//2I 
Commengons par montrer la formule fondamentale 
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que nous prcndrons comme nouveau point de depart. Pour cela, remarquons que, si 
a est la partie impaire de la densite d'etat p de i?, 

^(A) = ^(p(A)-p(-A)), (11.85) 

alors 



D 'autre part, comme 



1 _ 2 r 

TwI Trio 



(11.87) 



et 

/•OO 

S=- dXa{X), (11.88) 
•>'Im2| 

on trouve bien (11.84). 

C'est le terme en /U2r'^ dans qui viole CP et est responsable des contributions 
non-triviales a r]. On pent en effet facilement montrer que I'asymetrie spectrale de 
I'operateur Hq est nuUe en utilisant le fait que 

{Ho,T''} = (11.89) 

ce qui implique en particulier que 

^ = 0' ("-90) 

et permet de simplifier la Trace dans (11.84) : 

H 

Tr— - = ^2Tr— ^ ^- (11.91) 

Cette Trace pent encore etre simplifiee en utilisant le fait que 

Tr J:'^" „ = 0. (11.92) 
En remarquant alors que comme H'^ + a;^ = Hq + d'apres (11.83) si 



(11.93) 
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on a 



Tr— =^Trr^— ^ ^ = ^TrT 



= !^Trr^-— -i- (11.94) 



ou 



Hq = iV^dk + K{x). (11.95) 



Puis, on ecrit 



Dans cette derniere equation, la trace est prise uniquement sur les indices de groupe 
et de spineur. De la, on deduit la relation 

^tr(.|r<=-4-|,)=i| + tr(xKr^r^Tr^li/)+ 

i Ho + i^ 2^^ \dx'' dy'^J Hq + 

0tr [k{x) - K{y)) i^l^" J^^lv) ■ ("-QT) 

II est maintenant extremement tentant de prendre la limite x ^ y dans (11.97), ce 
qui est suffisant pour calculer la Trace de F*^/ (Hq + i^). On pent alors se demander si 
le deuxieme terme de I'equation, proportionnel a K{x) — K{y), tend bien vers zero. 
En fait, ce deuxieme terme est directement relie a I'anomalie axiale de I'operateur 
de Dirac euclidien Hq + i^. Comme nous sommes ici a trois dimensions (les trois 
dimensions d'espace), on salt qu'il n'y a pas d'anomalie, et que done la limite naive 
est correcte. Finalement, 

Tr^^ ^ = , ..^^ / d^xdki^ix\iV''V'' -\x). (11.98) 

Cette derniere equation montre que I'invariant rj ne depend que des proprietes 
asymptotiques de I'operateur de Dirac considere, puisque I'on pent reecrire I'integrale 
dans (11.98) comme une integrale sur la sphere a I'infini. Remarquons aussi que dans 
la limite //2 — oii I'invariance CP est restauree, seuls les modes zeros interviennent 
dans r], comme on pouvait s'y attendre, puisque 

lim „ = 7T6(io). (11.99) 

Le calcul de I'integrale dans (11.98) est fastidieux mais direct. Comme seuls les termes 
en contribue, il est pratique de developper 1/{Hq + i^) selon 



3. Fractiounemeut de charge et superstimetrie eteridue 



61 



1 



1 



7°(z7'^L»fc-/xi- V^0-Z7OO- (11.100) 

Apres avoir effectue les traces sur les matrices 7 et les indices de groupe, qui ne 
donnent une contribution non-nuUe que pour le terme en Fki dans (11.100), en utilisant 
le fait que 

' dS''Bk = ^nrim, (11.101) 



et enfin en passant de la representation \x) a la representation \k), on arrive a 

1 /2 

■H" _ 8'KiJ,2nm f d^k j{iJi+jaV2) 



(11.102) 

En remplagant dans (11.84) et en effectuant les multiples integrales, on trouve 

S = -!h:i T jarctan ^''^+'" , (11.103) 



ce qui correspond bien a (11.78). 



Resultats exacts 
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1. Quelques mots sur la theorie des monopoles 



Dans cette section, la theorie semi-classique des monopoles , pour un groupe de 
jauge SU(2), est brievement discutee, a la suite d'Atiyah et Hitchin (1988), Gauntlett 
(1994) et Harvey (1995). Pour un expose plus rigoureux et plus complet sur les 
aspects classiques de la theorie, la reference incontournable est le livre d'Atiyah 
et Hitchin (1988). La methode semi-classique permet de developper une intuition 
physique des phenomenes mis en jeu lorsque I'on cherche a etudier des etats lies, et a 
en outre un grand interet mathematique intrinseque. Neanmoins, ses limitations et les 
difficultes techniques qui lui sont associees contraste avec la simplicite et la generalite 
des methodes qui seront introduites dans ce memoire des le prochain chapitre. 

> Solutions statiques et espace des modules 

Avant d'etudier la dynamique d'un systeme de monopoles magnetiques BPS* 
dans les prochaines sous-sections, precisons ici la structure des solutions statiques 
correspondantes. Nous nous plagons dans le cadre du modele de Georgi et Glashow 
pour le moment, qui correspond essentiellement a la partie bosonique des lagrangiens 
supersymetriques que nous etudierons plus loin. Les equations du mouvement dans 
la jauge = correspondent alors a I'equation de Bogomolny (L13), a laquelle il 
faut rajouter I'equation de Gauss, 



qui est trivialement verifiee dans le cas statique. Les equations (L13) et (HI.l) peuvent 
se reecrire de la maniere tres elegante suivante. Introduisons un nouveau potentiel 
vecteur Aj, 1 < J < 4, defini par 



Ce potentiel vecteur est defini sur un espace euclidien = xR abstrait, le premier 
facteur R^ correspondant a I'espace tridimensionnel usuel et le dernier facteur R 
correspondant a une coordonnee fictive x^. D'une maniere generale, nous utiliserons 
les lettres minuscules latines comme j,k ou I pour decrire des composantes sur R^, et 
done 1 < J < 3 par exemple, et nous utiliserons les lettres majuscules correspondantes 
pour les coordonnees dans I'espace R^, et done 1 < J < 4. Le potentiel vecteur 
Aj, ainsi que toutes les grandeurs que nous consider erons, ne dependent pas de la 




(IILl) 



Aj = Aj si 1 < j = J < 3 et = (p. 



(in.2) 



* Les monopoles BPS sont les seuls stables au niveau quantique grace a I'equation 
(L17). 
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coordonnee x^. En tcrme de la courbure Fjk associee a Aj, Fequation de Bogomoly 
(1.13) prend la forme 

Fjk Fjk, (III.3) 

et la contrainte de Gauss (III.l) 

DjAj = 0. (III.4) 

L'equation (III. 3) est strictement analogue a I'equation (I.l), a ceci pres que F ne 
depend pas de x^. On pent montrer (Atiyah et Hitchin 1985 et 1988) que la solution 
generale, dans un secteur solitonique donne (done a fixee), et apres un choix 
de jauge, depend de 4|n^| parametres reels tt" (parallelement, il est bien connu 
que la solution generale a k instantons de (I.l) depend de 8k parametres). Les u'^ 
parametrisent une variete Vn^ de dimension 4n^ sur IR, appelee espace des modules 
des monopoles de charge magnetique rim- Nous choisirons toujours dans la suite 
rim > 0, ce qui correspond aux solutions auto-duales F = + -k F dans (III.3). Une 
configuration de charge magnetique Um pent etre interpretee comme etant constituee 
par rim monopoles elementaires distincts, au moins quand cciix-ci sont separes par 
une grandc distance dcvant leur taille caracteristique. drim des 4n,„ coordonnees u"' 
sont done les coordonnees du centre de masse de ces monopoles elementaires. Les Um 
coordonnees supplementaires sont periodiques et correspondent a des coordonnees 
collectives associees aux charges electriques des monopoles (qui sont done en fait des 
dyons en general). II est utile de choisir parmi les 4nm parametres quatre parametres 
correspondant au mouvement du centre de masse et a la charge electrique du systeme 
total, et Arim — 4 parametres correspondant aux grandeurs relatives correspondantes. 
L'espace des modules V^^ admet en effet la decomposition (Atiyah et Hitchin 1988) 

Vn^=R^X ^ (III.5) 

La division par refiete le fait que les rim monopoles sont indistinguables. Z^^ 
agit aussi sur la coordonnee collective dc la charge electrique globale x correspondant 
au facteur 5"^ dans (III. 5), selon X — * X + 2n/nm- Pour etre plus concret, considerons 
le cas rim — 2, qui est le plus simple non-trivial. La variete V2 admet un systeme de 
coordonnees (p, 6', '0), avec p>0, 0<^<7r, O<0< 27r, < ip < 27r. Z2 agit 
selon 

(p, e, cf>, V;) ^ (p, TT - ^, TT + 0, -^|;). (1116) 

(p, 9, (p) correspond a un systeme de coordonnees spheriques tel que si I'un des 
monopoles est situe en (p, 6*, 0), I'autre est situe au point symetrique par rapport 
au centre des coordonnees, c'est-a-dire en {p,7r — 6,n + (p). ip correspont a la charge 
electrique relative. Nous allons voir que cette variete V2, et plus generalement les 
Vrim 1 pent etre munie d'une structure mathematique naturelle tres riche. 
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> Faibles vitesses et mouvement geodesique 

Pour etudier la dynamique du systeme presente dans la sous-section precedente, 
nous allons utiliser une approximation de basse energie, ou de faible vitesse, qui 
ne sera exacte que dans la limite ou les vitesses relatives des monopoles tendent 
vers zero. Cette approximation est suflftsante pour etudier, apres quantification, les 
etats lies de la theoric des champs initiale, a condition que le couplage entre les 
monopoles soit faible. Or, grace a la stabilite particuliere dont jouissent les etats 
BPS, on peut souvent, en se plagant dans une telle limite, obtenir des informations 
exactes sur le spectre, meme en couplage fort, a condition qu'il n'existe pas de courbe 
de stabilite marginale dans la theorie consideree. Comme nous I'avons discute en 1.4, 
c'est effectivement le cas pour la theorie = 4, mais aussi pour la theorie N = 2 avec 
quatre saveurs de masses nues nuUes. Dans ces cas, le probleme du spectre peut etre, 
en principe, traite completement dans le cadre de la theorie que nous presentons dans 
cette section. Les limitations que nous rencontrerons seront alors d'ordre purement 
technique. Par contre, lorsque des courbes de stabilite marginale sont presentes, 
comme c'est le cas dans les theories asymptotiquement libres, la methode de cette 
section ne s'applique que dans certaines regions de I'espace des parametres, et ne 
peut rendre compte des phenomenes spectaculaires de desintegrations (Ferrari et 
Bilal 1996, Bilal et Ferrari 1996). 

L'approximation de basse energie dont nous parlous est implementee de la 
maniere suivante. On a vu que la solution statique la plus generale a rim monopoles 
etait donnee par un potentiel vecteur Aj{x,u'^) dependant des Arim parametres tt'*. 
Nous allons alors chercher des solutions dynamique sous la forme 

Aj = Aj{x,u''{t)), (III.7) 

c'est-a-dire en considcrant que la dynamique du systeme correspond a un mouvement 
sur la variete V^^ . Ceci reduit le probleme de theorie des champs initial a un probleme 
de mecanique avec un nombre fini de degres de liberte, beaucoup plus facile a etudier. 
En general, il faut en fait modifier legerement I'equation (III. 7). La raison en est que 
pour un choix quelconque de coordonnees -u" sur V^^, Aj(^x^ ^"(^)) = u'^daAj{x^ u") 
ne verifie pas la contrainte de Gauss (III.4). Afin de rester dans la jauge temporelle 
Aq = 0, il est necessaire d'effectuer une transformation de jauge en meme temps que 
les varient. D'une maniere generale, une transformation de jauge infinitesimale 
SAj sur Aj est parametrisee par une fonction A(x) telle que 

5Aj = DjA. (IIL8) 



Nous ecrirons alors 



Aj = U^'SaAj, 



(IIL9) 
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ou le vecteur tangent daAj a la variete Vn^ est donne par 

SaAj = daAj + DjA^. (III.IO) 

Les fonctions Aa{x,u'^), qui jouent le role de A dans (III. 8), sont choisies de telle 
maniere que 

Dj6aAj = 0, (III.ll) 

c'est-a-dire telle que 

DjdaAj + DjDjAa = 0. (III.12) 

La notation A^ pour les transformations de jauge dans (III.IO) n'est pas innocente. 
Considerant la connexion Ay = (Aj, A^) definie sur x V^^ et la courbure Fte 
associee, (III.IO) et (III.ll) se recrivent 

SaAj = Faj, DjFaj = 0. (III.13) 

L'equation de Bogomolny (III. 3) implique de plus 

^JKLKiDlFocM = DjFocK — DxFaj, (III. 14) 

et les identites de Bianchi associees a la courbure Fte donnent 

DaFjK — DjFaK — D^Fo^J^ 

DjF^p = -D^Fjp + DpFj^. (111.15) 

Nous sommes maintemant suffisamment arme pour etudier le lagrangien associe a 
la dynamique sur Vn^. Celui-ci est obtenu en remplagant dans le lagrangien de la 
theorie des champs (1.4) Aj et par leur expression (III. 9) et par zero. En tenant 
compte de l'equation de Bogomolny (III. 3), on obtient 

C=^G^(i{u)u^u^, (III.16) 
ou Gap est une metrique riemannienne sur Vn^ donnee par 

Gap = J d^xtvFajFpj. (III.17) 

On voit done que le mouvement classique des monopoles sera donne par les 
geodesiques sur Vn^ munie de la connexion de Levi-Civita associee a la metrique 
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GctjS (Manton 1982). En utilisant (III. 13) et (III. 15), on pent trouver une formule 
tres compacte pour les symboles de Christoffel, 

= j d^xtr{FajDpF^j). (III.18) 

Pour pouvoir etudier la dynamique des monopoles, il est necessaire de connaitre 
explicitement la metrique Gap- Sa determination constitue un probleme tres difficile 
dans le cas general. Neanmoins, nous allons voir qu'une structure mathematique tres 
interessante est associee a la variete riemannienne , ce qui permet de trouver G 
exactement lorsque rim = 2 (Atiyah et Hitchin 1985). 

> La structure hyperkahlerienne de Vum 

Le fait que les vecteurs tangents 5aAj a Vn^ aient, en plus de I'indice a, un 
indice naturel J de M^, permet d'etendre les trois structures complexes de reliees 
a I'existence des quaternions a la variete Vn^- Pour comprendre ce fait capital, 
rappelons que les trois quasi-structures complexes de sont les trois operateurs 
lineaires 1 < m < 3, qui agissent sur un element de IR^ developpe sur la 

base des quaternions comme x = -\- ix^ + jx^ + kx^ selon la multiplication par, 
respectivement, z, j ou k. Chacun des operateur lineaire verifie la relation 

jM^ = -1 (III.19) 

caracteristique d'une quasi-structure complexe, et on a de plus 

j{m)j{n) ^ ^mnpjip) _ gmn _ (III.20) 

On pent alors definir de maniere tres naturelle les operateurs J"*^™) agissant sur 5aA 
par 

{j^'^^SaA)j = -J^J^S^Ak. (III.21) 

II est alors remarquable de constater que {J^^^5aA) ainsi defini correspond bien a 
un vecteur tangent de V^^, c'est-a-dire que les relations correspondant a (III. 13) et 
(III. 14) sont verifiees : 

J^J^DjSaAK = 0, (III.22) 
ejKLMJ^MNDL^aAN = J^^^DjSaAL - J^Jl^DKdaAL. (III.23) 
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Ceci se montre par un calcul direct en utilisant en particulier la relation 

11 est evident que les J^^'> verifie la meme relation (III. 20) que les J("*). De plus, on 
pent aussi verifier que le crochet de Lie de deux vecteurs holomorphes par rapport 
a I'un quelconque des J^'^^ est lui-meme holomorphe, ce qui montre que chaque 
j{m) donne une structure complexe a Vn^. Enfin, les deux dernieres proprietes 
remarquables des structures complexes J^'^^ est qu'elles sont compatibles avec la 
metrique G et avec la connexion de Levi-Civita associee. La premiere propriete, facile 
a verifier, se traduit simplement par 

G'( j(m)y) ^ Qf^^, Y) (IIL25) 

quels que soient les vecteurs tangents X et y. La deuxieme propriete est equivalente 
au fait que les trois formes de Kahler Q*^"^) definies par 

(X, Y) = GiJ^'^^X, Y) (IIL26) 



ou 



= / d'x4'],hvF^jFpK (III.27) 
sont fermees : 

dn^"^^ = 0. (IIL28) 

Ceci pent se verifier au prix d'un calcul un peu fastidieux en utilisant en particulier 
les identites de Bianchi (IIL15) ainsi que (IIL22). 

Les resultats precedents montrent que les varietes Vn^ et done V^^ sont 
hyperkahler. Cette structure apporte des contraintes tres fortes sur la forme de la 
metrique G, qui doit en particulier etre une solution definie-positive des equations 
d'Einstein dans le vide.* Lorsque rim = 2 et que est de dimension quatre sur IR, 
la metrique sur doit en plus etre anti auto-duale. Comme le probleme a aussi 
I'invariance par rotation, qui correspond a effectuer une rotation globale des deux 
monopoles. Gibbons et Pope (1979) purent montrer que necessairement I'element de 
longueur sur pouvait se mettre sous la forme 

ds^ = fdp^ + a\aif + b\a2f + c\asf, (IIL29) 



* C'est grace a la meme structure mathematique que les branches de Higgs dont 
nous avons tres rapidement par lees en ILl n'admettent pas de correction quantique. 
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avec 

o"i = — sin t/jdO + cos t/j sin 9 d4> 
oi = cos "(p d6 + sin sin 9 dcf) 

as = dip + cose d(l) (III. 30) 

dans les coordonnees (p, 6*, </>,'(/') introduites precedemment. Les fonctions /, a, 6 et c 
ne dependent que de p et ont ete determinees par Atiyah et Hitchin (1985 et 1988). 
Leur forme explicite est sans interet pour nous, nous n'aurons besoin que de leur 
comportement quand p — > oo a travers la combinaison fa/ be : 

p^oo be ^'^^ 2 

> Mecaniques quantiques supersymetriques et cohomologie 

II s'agit maintenant d'etudier latheorie quantique associee au lagrangien (III. 16), 
ou plus precisement a la version du lagrangien (III. 16) adaptee au cas des theories 
de jauge supersymetriques qui nous interessent. Nous nous limiterons ici au cas de la 
theorie = 4 etudiee par Sen (1994). 

Lorsque le lagrangien microscopique conticnt des fermions, nous avons deja vu 
en 1.3 qu'il existe des modes zeros associes aux equations de Dirac correspondantes. 
Dans le cas de N = 4, ces modes zeros fermioniques sont associes aux coordonnees 
collectives bosoniques par la supersymetrie, et donnent des termes supplementaires 
au lagrangien (III. 16). D'apres le theoreme de I'indice de Callias (Callias 1978, Bott 
et Seeley 1978), on aura en fait Arim modes zeros complexes fermioniques de spin 
±1/2 (voir la section 1.3). A partir de I'une des structures complexes J sur V^^, on 
pent introduire un systeme de coordonnees complexes {z^,z^) sur V^^. On rangera 
alors les Arim modes zeros fermioniques dans des vecteurs colonnes a deux indices 
= (A^^,A^^^) qui sont des doublets de spin. Dans ces notations, le lagrangien est 
(Blum 1994) 

C = Gji, {zf'z'' - iX^-i'^Dty) - ^Rj,,-p^X^yX^\\ (III.32) 

R est le tenseur de Riemann associe a la metrique G, A'^ = (A^)''', Dt est la derivee 
covariante associee aux symboles de Christoffel (III. 18) le long de la trajectoire 2;'^(t), 
et 

I)- (111.33) 



(III.31) 
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On pent deviner quelle est le nombre de supersymetries rcelles du lagrangien (III. 32). 
En effet, la tlieorie initiale = 4 a 16 supersymetries relies (cliacun des quatre 
generateurs est un spineur complexe a deux composantes) . Comme (III. 32) decrit 
la dynamique d'etats BPS, done invariants sous la moitie des supersymetries, L 
doit avoir 8 supersymetries reelles. On pent montrer que c'est efFectivement le cas 
(Alvarez-Gaume et Freedman 1981), grace a la structure hyperkahlerienne de la 
metrique G. Inversement, ceci pent etre considere comme une preuve indirecte de 
la structure hyperkahler de G. 

La quantification des variables fermioniques est donnee par 

{A^,A^} = 5'^^4e' (III.34) 

oil e, e' = ±. En identifiant les et les A^^ avec des operateurs de creation, on voit 
que les fonctions d'onde de la tlieorie auront une structure indicielle completement 
antisymetrique en et respectivement, de la forme 

^^,...^^v....v,. (111.35) 
Les etats de la tlieorie peuvent done etre identifies avec les formes differentielles sur 

^{z,z) = *^i...;.,i7i...i7, dz^' A • • • A dz^"- A c?^"i A • • • A cf^'^^ (III.36) 

jC, ou le hamiltonien associe H, pent etre decompose en une partie libre Hq 
correspondant au mouvement global du systeme de monopoles, et en une partie en 
interaction i^int qui n'existe que lorsque rim > 2. Cette decomposition correspond a 
la decomposition (in.5) de I'espace des modules. De meme, on pent decomposer 
en une partie triviale qui correspond a la quantification sur x et en une 
partie non-triviale ^^int definie sur . Un etat de charge electrique rig est tel que 

*o oc e^"^^ (III.37) 

si on appelle comme dans la premiere sous-section x la coordonnee collective associee 
a la charge electrique globale. Comme la contribution de Hq a I'energie totale sature 
deja la borne de Bogomolny (1.12), les etats BPS de la theorie des champs initiale 
doivent avoir une energie Hmt — 0. Un calcul direct montre que Hi^t n'est rien d'autre 
que le laplacien sur V° associe a la metrique G, 



Hint = dd"^ + d^d. 



(in.38) 
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Les etats ^'int que nous rechcrchons correspondent done a des formes harmoniques 
normalisables sur V°^, et le probleme du spectre BPS se trouve reduit a I'etude de 
la cohomologie de V2, . 

Avant de continuer sur la theorie = 4, je voudrais dire un mot de la theorie de 
jauge pure N = 2. L'analyse dans ce cas est tres similaire a la discussion ci-dessus, 
a I'exception notable que le nombre de modes zeros fermioniques est 2?!^, au lieu de 
4:71^, ce qui implique que les etats admettent une decomposition de la forme 

^iz,z) = ^ dz^"' A • • • A dz''^. (III.39) 

Le hamiltonien d'interaction est toujours le laplacien sur V^^, et les etats BPS 
sont alors des formes harmoniques de type (r, 0) d'apres (III. 39), ou, ce qui est 
equivalent dans le cas des varietes kahleriennes, des formes holomorplies. On arrive 
au resultat interessant suivant : tout etat BPS de la theorie de jauge pure correspond 
directement a un etat BPS dans la theorie A" = 4, car la decomposition (III. 39) est 
un cas particulier de la decomposition (III. 36). Une interpretation physique de ce fait 
mathematique est donnee dans Ferrari (1997b). 

> Le resultat de Sen 

Nous sommes maintenant pres pour presenter les arguments dus a Sen (1994), qui 
a I'epoque etaient les plus convaincants en faveur de I'auto-dualite de la theorie A" = 4. 
Comme nous I'avons deja explique en 1.4, cette auto-dualite implique I'existence d'un 
unique etat BPS pour chaque valeur Ug et rim des charges electrique et magnetique, 
pourvu que Ug et Um soient premiers entre eux. Comme a chaque forme harmonique 
^^int on pent associer une autre forme harmonique T»rWint, I'unicite des etats implique 
done que les seules formes harmoniques normalisables sur soient auto-duales ou 
anti auto-duales, 

**i„t = ±*i„t. (III.40) 

De plus, en raison du fait que le veritable espace des modules n'est pas un simple 
produit X 5"^ X V^^ mais un quotient donne en (III. 5), la forme differentielle totale 
\1/ doit etre invariante sous Taction de I'nm- Comme X ^ X + 27r/nr„ sous il 
faut d'apres (III. 37) que ^'int se transforme selon 

*int — ' e-^^'^^^/^-^inf (III.41) 

Specialisons nous au cas Um = 2, puisque c'est seulement la que la metrique est 
connue. On recherche done une forme differentielle normalisable ^'int auto-duale ou 
anti auto-duale sur V2, telle que 



*int ' -*int 



(III.42) 
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lorsquc Ton cffcctuc Ics transformations (III. 6). Une telle forme permettra d'obtenir 
n'importe quel ctat (rig, 2) de charge electrique rig impaire, en accord avec I'auto- 
dualite. La solution de Sen est 

= F{p){dai -^dpA cTi) 

oil 

F(p) = Fo exp (^-£^{p')^ dp' (III.44) 

et ui a ete defini en (III. 30). II est immediat de verifier que ^^int ainsi defini verifie 
toutes les contraintes requises. En particulier, la forme est normalisable puisque 

F{p) ~ Foe-P/^ (III.45) 

p— >oo 

d'apres (III.31). 

Les etats lies a deux monopoles predits par la dualite electrique/magnetique 
existent done bel et bien dans la theorie N = A. Notons cependant que nous n'avons 
rien prouve quant a I'unicite de ces etats. 

2. Dualite electrique/magnetique dans la theorie de Maxwell* 

Dans cette section, nous allons presenter une etude directe de la dualite 
electrique/magnetique, a la suite de Verlinde (1995). Une telle etude est possible 
dans le cas le plus simple que Ton puisse imaginer, c'est-a-dire la theorie de Maxwell 
sans source. J'ai tenu a presenter ce cas ideal pour plusieurs raisons. Tout d'abord, il 
a un interet pedagogique indeniable. Ensuite, les manipulations sur I'integrale fonc- 
tionnelle que nous allons utiliser sont strictement similaires a celles qui permettent 
de montrer que les transformations symplectiques sur Paction effective des theories 
N = 2 decrites en II. 1 correspondent bien a des rotations electrique/magnetiques. 
Nous mettrons de plus en evidence un lien interessant entre la dualite S a quatre 
dimensions et la dualite T des theories bidimensionnelles. Enfin, nous verrons com- 
ment la dualite S de la theorie de Maxwell a quatre dimensions pent etre comprise a 
partir de la reduction dimensionelle d'une theorie a six dimensions compactifiee sur 
un tore. Bien au-dela de la theorie de Maxwell, cette idee joue un role tres important 
en theorie des cordes. 

* Cette section sort quelque peu du cadre general de ce memoire, et pent etre 
omise en premiere lecture. 



(III. 43) 
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Afin dc rcndrc le problenie vraiment intcrcssant, nous nous placcrons sur unc 
variete M4 de dimension quatre topologiquement non-triviale, munie d'une metriquc 
riemannienne ou lorentzienne de telle maniere que I'on puisse definir une etoile de 
Hodge En particulier, nous regarderons des cas oii le deiixieme nombre de Betti 
62 de la variete est non-nul. Dans ce cas, meme si la theorie que nous considerons est 
libre et n'a pas de developpement perturbatif, il existe des solutions de type instanton 
aux equations du mouvement 

d-kF = 0. (III.46) 

Ces solutions correspondent aux deux- formes harmoniques sur M4, qui sont justement 
en nombre 627 et contribuent a la fonction de partition. II existe alors un angle 9 dans 
la theorie, comme dans les theories de jauge non-abeliennes sur W^. La dualite S au 
niveau classique reflete simplement le fait que I'identite de Bianchi 



dF = (III.47) 

et les equations du mouvement (III. 46) sont interchangees lorsque F — > -kF. Nous 
allons etudier cette dualite au niveau quantique. 

Avant d'aller plus loin, il est utile de rappeler brievement quelques proprietes des 
varietes de dimension quatre. On pent definir sur le deuxieme groupe de cohomologie 
de M4, que nous noterons H'^{M^)^ une forme d'intersection Q, qui est un produit 
scalaire entre deux-formes fermees, 

= /" a^|3. (III.48) 
J M4, 

Lorsque Ton se restreint a des deux-formes convenablement normalisees telles que 

^ aeZ, (III.49) 

oil E est un deux-cycle quelconque de M4, alors Q est a valeurs entieres. Les deux- 
formes verifiant (III. 49) engendrent un espace appelc H^{M4^,Z) qui est un reseau 
auto-adjoint Z''^. Le produit scalaire (III. 48) defini sur le reseau montre que celui-ci 
est entier. 



> La fonction de partition et I'invariance r — > r -|- 1 

La constante de couplage de la theorie sera ecrite sous la forme pratique 
habituelle 



r=l+i'f (III.50) 
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La fonction de partition de la theorie est 

Z{t) ^ J VAe^pl^^ J FAtF), (III.51) 

ou f est I'operateur defini par 

^ _ ( 6/2n + An /g"^ si la variete est lorentzienne, .jjj 2^ 

\ 6'/27r + 4z7r ★ /fif^ si la variete est riemannienne, ^ ' ^ 

et I'integration est effectuee sur tous les potcntiels vecteurs A inequivalents de jauge 
tels que F = dA. Remarquer que comme -k^ = —1 quand M4 est lorentzienne et 
= +1 quand M4 est riemannienne, on a toujours 

f-^ = -TD (III.53) 

si on definit la constante de couplage duale par 

rn-^^+^^ = --■ (III.54) 
La definition (IIL52) donne une action lorentzienne standard 

5l = ^ ^ d^xF^^F^^ + J d^xF^^F^^^ (IIL55) 

apparaissant a travers le facteur e*"^^ dans la fonction de partition et une action 
riemannienne 

„ e 

apparaissant a travers le facteur e~^^ dans la fonction de partition. 
Lorsque r — > r + 1, il apparait un facteur 



d^xF^^F^'- -i^ j d^xF^^F^- (IIL56) 



exp2i7rf^ / F^F\ (IIL57) 

dans I'integrale fonctionnelle (IIL51). Or, on salt que la premiere classe de Chern 
ci(F) = F/2'K est dans H^{M^, Z), et que done 

FAF = lg(ci(F),ci(F)) eZ/2. (IIL58) 

En generale, la theorie est done seulement invariante sous les transformations r 
T + 2. Cependant, il existe des varietes M4 pour lesquelles Q est toujours un nombre 
pair. Le reseau H'^{M4, Z) est alors pair, et la theorie invariante sous la transformation 

T ^ T+ 1. 
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> L'invariance r —^/t 

Etudions a present la transformation la plus interessante r — > — 1/t, qui 
relie couplage faible et couplage fort. Nous allons voir explicitement que cette 
transformation correspond a une dualite electrique/magnetique. 

Recrivons la fonction de partition en introduisant un multiplicateur de Lagrange 
Ad qui impose la condition dF = 0. L'integrale fonctionnelle porte done maintenant 
sur I'ensemble des deux-formes F et sur une un-forme Ad : 

Z{t)^ [ VFVAd exp(^ [ FAfF+ — [ dFAAo). (III.59) 
J ^47r Jm^ 27r Jm^ ' 

On peut alors effectuer sans difficulte l'integrale gaussienne sur F, ce qui revient a 
resoudre I'equation 

I FAtF-^ [ FA dAo] = 0, (III.60) 



ou encore a exprimer Paction en terme de la courbure duale 

Fd = dAo = tF. 

On obtient alors 

Z(t) = J VAd exp(^ J FdA tdFd) = Z{td), (III.61) 

ce qui prouve l'invariance de la theorie sous la transformation r — > — l/r. La variable 
duale Fd est, par exemple dans le cas lorentzien, 

9 Att 

FD = —F+—i.F. (in.62) 
27r g-' 

Par analogic avec la definition du nombre topologique magnetique TT-m; 

nm = j (in.63) 

on definit 

ne= i (in. 64) 



rim et He sont des nombres entiers. D'apres (III. 62), on a 



9 Qe 

ne = — rim (III.65) 

27T g 



ou la charge electrique physique Qe est definie par 

Qe = -- f *F. (III.66) 

La formule (III. 65) est parfaitement equivalente avec la formule de Witten (11.62). 
On voit que le groupe de dualite SL(2, Z) agit sur r et (riejUm) comme decrit en 
(1.22) et (1.23), et que les champs {Fd,F) se transforment comme {rig, rim)- 
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> La serie d'instantons 

La fonction de partition (III. 51) peut se calculer directement en sommant sur 
toutes les contributions d'instantons. Un instanton est ici la donnee d'un element p 
du reseau i?^(M4, Z). Dans le cas riemannien, auquel nous nous limiterons dans cette 
sous-section, on peut decomposer la forme harmonique p en une partie auto-duale p+ 
et une partie anti auto-duale p- , 

P = P++P-, -^P+=P+, ■kp- = -p-. (III.67) 

Une telle decomposition diagonalise le produit scalaire (III. 48). On ecrira 

Q{p,p)^p\-pi (III.68) 

ou p\ = Q{p+,p+) > et p?. = —Q{p-,p-) > 0. L'action de I'instanton p = F/27r 
est d'apres (III. 56) 

Sr{p) = -m{Tpl - tp^l), (III.69) 
et la fonction de partition s'ecrit done en fonction de 

q = e^'""^ (III. 70) 

comme 

Z{t) = Zq ^ /+/V-/^- (111.71) 
peif2(M4,z) 

Le facteur Zq provient de I'integration sur les fluctuations autour de p ; nous 
ne chercherons pas a le determiner directement. La formule (III. 71) rappelle tres 
fortement la fonction de partition d'un boson libre de masse nuUe sur un tore. 
La somme donne une fonction 9 generalisee, et on sait qu'elle est bien invariante 
modulaire, modulo une normalisation par la fonction rj de Dedekind qui ici doit 
apparaitre dans le facteur Zq, des que le reseau sur lequel la somme est eff'ectue est 
auto-adjoint et pair. Tout ceci est en accord parfait avec la discussion de la sous- 
section precedente. 

Pour finir, signalons que Ton peut pousser I'analogie avec la theorie bidimen- 
sionnelle de bosons libres (f) sur un tore encore plus loin. En fait, on peut montrer, en 
suivant exactement le raisonnement de la sous-section precedente qui etait consacree 
a la dualite S, la celebre invariance R ^ 1/R, on dualite T, de la theorie compactifiee 
sur un cercle de rayon i?, car la fonction de partition s'ecrit dans ce cas en parallele 
avec (III.51), 

^bosons = j P0exp(|-^ j^^ # A *cZ0), (III. 72) 

ou cZ0 e H^{T^,Z). 
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> Reduction dimensionnelle 

Pour finir I'analyse de la theorie de Maxwell, nous allons voir que la dualite S 
peut se comprendre tres facilement dans ce cas a partir de la compactification d'une 
theorie definie sur M4 X oil est un tore de parametre modulaire r. L'action 
en six dimensions est, par analogie avec Paction a quatre dimensions. 



ouH = dB est une trois-forme qui joue le role de F = dA^ mais a six dimensions. Nous 
imposerons a cette trois-forme d'etre auto-duale, et nous efFectuerons la reduction 
dimensionnelle en imposant 



ou (71,72) est une base de ifi(T^). Remarque ns que -kH = H implique bien que 
= Fj^ et -kF- = —F-, et que Fo est bien definie comme en (III. 62) car 
dz — dx + Tdy. En integrant sur dans (III. 73), on obtient immediatement Faction 
de Maxwell. La dualite S de la theorie a quatre dimensions est done interpretee 
comme provenant de I'invariance modulaire du tore sur lequel on a compactifie 
la theorie a six dimensions. Ce genre de raisonnement est particulierement fructueux 
dans le cadre de la theorie des cordes, voir par exemple Witten (1995) pour un expose 
relativement pedagogique. 




(III. 73) 



H = F+dz + F_dz = Fdx + Fndy 



(III. 74) 



c'est-a-dire 




(III. 75) 
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3. La solution de Seiberg et Witten 



> Retour sur les transformations symplectiques de L^fi 

Nous pouvons a ce stade facilement completer les arguments de la section II. 1, 
et relier directement les transformations symplectiques (11.37) effectuees sur Taction 
effective a basse energie a des rotations electrique/magnetiques. Pour cela, il suffit 
en fait dc repeter I'argument presente dans la section precedente dans le cadre de 
la theorie de Maxwell, mais pour Faction effective abelienne (11.32). Utilisons un 
formalisme manifestement invariant sous la supersymetrie A'' = 1. On introduit un 
multiplicateur de Lagrange, qui est ici un superchamp vectoriel reel Vd de type (II. 3), 
et qui permet d'imposer la super-identite de Bianchi 

QmD''Wa = 0. (III.76) 



La partie de Taction effective (11.32) dependant du superchamp vectoriel W se recrit 
alors 

J (f9T{A)W^ + 2 J d^9d^9VDD''Wa\ ■ (III.77) 



1 

Stt 

En utilisant Tidentite 

J d'^ed'^eVDD''Wa = -^m J d^OWoW (IIL78) 

oil, parallelement a (II. 2), mais dans le cas abelien cette fois, 

WDa = -lD^D^VD, (IIL79) 
et en integrant sur W, on obtient Tanalogue de la relation (III. 62), 

Wd = rW, (III. 80) 

et une nouvelle expression pour Leff en fonction du multiplet vectoriel dual, 

Lefi = ^ d'^d {-1/t{A))wI + 2 J d'^ed'^eAAo] ■ (III.81) 

Pour voir enfin que ces transformations sont bien compatibles avec la supersymetrie 
AT = 2, il sufSt de noter que si on definit le prepotentiel J-'d comme etant la 
transformee de Legendre de J^, 

:Fd{Ad) = HA) - AAd, (III.82) 



on a bien 



et 



g=r.(^.) = -^ (III.83) 

/ dW9A^ = / d'^ed^OAD^- (III.84) 
J oA J dAo 
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> Holomorphie et unitarite 

Nous allons a present analyser plus en details la contrainte (11.31) sur le 
prepotentiel qui, rappelons le, assurait la positivite des termes cinetiques dans Lgfj. 
Dans le cadre des theories asymptotiquement libres, auxquelles j'ai choisi de me 
limiter dans ce chapitre d'introduction, on connait les asymptotes de ou de T(a), 
quand \a\ — > oo. Dans cette region ou le couplage est faible, on a 

w=(tr02)~^a^ (III.85) 

et on peut utiliser le calcul perturbatif (11.55) pour obtenir 

4 - iVf 

'^raT{u) ~ — - — ^ln|tt 
i-oo 47r 

Ceci montre que la fonction harmonique '^mriu) tend vers I'infini quand \u\ tend 
vers I'infini independamment de la direction, et peut done etre consideree comme 
etant une fonction definie sur la sphere eompaete S'^ a valeurs dans M = M U {oo). 
Le prineipe du maximum impose alors I'existence de singularites a distance finie 
dans le plan des u afin que la condition (11.31) puisse etre respectee. Si on n'avait 
qu'une seule singularity, disons en mq? la- fonction analytique t{u) aurait une coupure 
s'ctendant de uq a I'infini, avec une discontinuitc de part et d'autre de la coupure 
donnee par 5r = ±(4 — A^/)/2 d'apres (III. 86). Ceci montre que $5mr serait toujours 
definie globalement, en contradiction avec le prineipe du maximum et la condition 
(11.31). Le nombre minimal de singularites a distance finie dans I'espace des modules 
est done deux, placees en tt+ et en tt_. Nous allons dans la prochaine sous-section 
preciser I'origine physique de ces singularites, et les caracteriser par une matrice de 
monodromie. 

> La structure generale des singularites 

Nous avons deja, en II. 3, rencontre des singularites dans Faction effective. Celles- 
ci etaient dues a des quarks {rie = 1/2, Um — 0) devenant de masse nuUe quand 
a — > ±y/2mf. Les asymptotes du couplage t{u) et de la variable ao dans cette limite 
peuvent se deduire immediatement des formules (11.76) et (11.77). 

L'idee maitresse de Seiberg et Witten (Seiberg et Witten 1994ab) fut alors la 
suivante. lis comprirent que les singularites dans Lgff etaient, de maniere generique, 
dues a des particules chargees devenant de masse nuUe, ces particules pouvant tout 
aussi bien etre des quarks que des monopoles magnetiques ou des dyons a priori, 
lis comprirent egalement que les asymptotes des variables fondamentales ajj et a 



(III.86) 
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au voisinage d'une singularite quelconquc pouvaient etre calculees en effectuant une 
transformation symplectique (11.37) adequate sur les asymptotes deduites de (11.76) 
ou (11.77). Une singularite produite par d hypermultiplets (ne^rim) devenant de 
masse nuUe simultanement en un point uq est alors caracterisee par une matrice 
de monodromie MuQ{ne,nm) definie par 




(III.87) 



et donnee par la formule 

Je tiens a insister ici sur le fait que la formule (III. 88) est de nature non-perturbative. 
Les solitons 7^ ne peuvent en effet devenir de masse nuUe que dans un regime 011 
la theorie est fortement couplee. C'est la dualite electrique/magnetique, demontree 
et utilises ici au niveau de Paction effective a basse energie, qui a permis d'obtenir 
la formule (III. 88) a partir d'un calcul perturbatif fonde par exemple sur la formule 
(11.75). 

> La solution de la theorie de jauge pure 

Analysons plus precisement le cas de la theorie de jauge pure. On a alors une 
symetrie chirale Zg, comme explique a la fin de la section II. 2. Comme d'apres (III.85) 
et (11.15) u est de charge 4 sous cette symetrie, les points u et —u sont physiquement 
equivalents. Si on a une singularite {ne,nm) en u^, on aura alors une deuxieme 
singularite (ng + n^, rim) en = — tt+ (remarquer que $ ^ $ + 27r quand on effectue 
la transformation chirale u — > —u). La quantite \u+ — U-\ est le carre d'une echelle 
d'energie caracteristique du regime non-perturbatif de la theorie. La seule quantite 
connue de ce type est I'echelle de masse A qui intervient dans toutes les theories 
asymptotiquement libres, et on normalisera A de telle maniere que — ■^■-1 
S'il existait d'autres singularites dans la theories, il faudrait en particulier introduire 
de nouvelles echelles de masse qui caracteriseraient leur position. L'origine de ces 
nouvellcs echelles de masse serait totalement inconnue, et la seule hypothese plausible, 
faite par Seiberg et Witten, est qu'il n'existe que deux singularites a distance finie.* 

D'autre part, nous choisirons I'angle 9 nue de la theorie nul (ou multiple de 27r). 
Ceci est toujours possible, quitte a effectuer une transformation de la symetrie chirale 

* Des arguments plus generaux sont apparu recemment qui ont porte ce resultat 
a un haut niveau de rigueur (Flume et al. 1996, Bonelli et al. 1996). 
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anormale U(l)jj et done une rotation globale dans le plan des u. En effeetuant une 
transformation CP, qui ehange u cnu quand 9 = 2pn, on deduit que I'existence d'une 
singularite {ne^rim) en implique I'existenee d'une autre singularite {—ne,nm) en 
tt+. Afin que le nombre de singularites reste egal a deux, deux cas de figure sont 
possibles. Dans le premier, les deux singularites sont sur I'axe imaginaire pure en 
u+ = iA? et tt_ = — zA^, et on a ne + rim = —rie- Dans le deuxieme cas de figure, les 
deux singularites sont sur I'axe reel en tt+ = A^ et tt_ = — A^. Seule cette derniere 
possibilite est acceptable. En effet, les monodromies autour de et tt_ doivent 
verifier la relation de coherence 

Mu+Mu_ = Moo (111.89) 
oil Moo est la monodromie a I'infini deduite des asymptotes (11.55) : 

Moo=("J J). (III.90) 

Ceci n'est possible que pour \nm\ = 1 et done u.^ et U- sur I'axe reel puisque ne est 
un nombre entier dans la theorie de jauge pure oil le groupe de jaugc est prccisement 
SO (3). II est tres satisfaisant de trouver que les monopoles ou les dyons devenant 
de masse nuUe sont de charge rim = ±1, puisque nous avons deja signale que ce 
sont probablcmcnt les sculs ctats solitoniques stables dans cette theorie. Quant au 
nombre quantiquc n^, il rcstc indctcrminc. Ceci est bicn sur relie a I'indetermination 
modulo 27r de Tangle 6 nu. Nous verrons ci-dessous que la charge electrique physique 
des etats devenant de masse nuUe est par contre parfaitement determinee, et que la 
"democratic" entre les dyons suggeree par le fait que rie est indetermine n'a pas de 
reel contenu physique. 

Nous sommes done a present devant un probleme purement mathematique 
parfaitement defini. II s'agit de trouver les fonctions analytiques a£)(u) et a(u), avec 
les monodromies correctes autour de tt+ et et normalisees par les asymptotes 
deduites de (11.55) et (III.85) 

a£)(w) ~ — \/2u\ogu, a{u) ~ \/2u. (III. 91) 

>oo TT >cxD 

Ce probleme pcut etre attaque de plusieurs manieres, et admet une solution unique. Je 
ne discuterai ici que la mcthode originale de Seiberg et Witten, qui est sans conteste la 
plus elegante et aussi la plus fructueuse. L'idee est d'introduire une famille adequate 
de tores Ti^ telle que t{u) soit le parametre modulaire du tore S^. L'equation de S„ 
pent toujours s'ecrire sous la forme 



= P{x, u) 



(III.92) 
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ou X et y sont des variables complexes et P un polynome de degre trois. Le parametre 
modulaire est alors donne par la formule 

dx\ / f f dx\ 

y W ^Jf2 



r(u) H * -j / {f -) (111.93) 



OU (71,72) est une base de I'homologie du tore. La condition de coherence (11.27) ou 
(11.31) est automatiquement verifiee dans ce formalisme. De plus, a_D et a s'ecriront 

o^(u) = / A('u), a{u) = I \{u). (III.94) 
•/ 71 •/ 72 

ou A est une forme differentielle verifiant d'apres (11.29) I'equation 

1^ oc ^ (III.95) 
ou y 

a une forme differentielle exacte pres. Noter I'analogie parfaite entre les equations 
(III. 75) et (III. 94). La base (71,72) de I'homologie du tore doit etre choisie de telle 
maniere que les asymptotes de an et a soient donnees par (III. 91). 

Trouver la famille de tores S„ n'est pas dans le cas qui nous interesse un probleme 
tres difficile. II est tout d'abord essentiel de comprendre qu'a cause des monodromies, 
le parametre modulaire n'est defini intrisequement en fonction de u que modulo le 
groupe de monodromie F, qui est engendre par les matrices M^^, M„_ et M^. 
En effectuant des continuations analytiques appropriees, on pent en effet changer 
T par une transformation quelconque de F, en revenant toujours en un point fixe 
quelconque u. En d'autre termes, u doit etre une fonction modulaire pour F. Ici, on 
pent verifier facilement que F = F(2), qui est le sous-groupe de transformations de 
SL(2,Z) constitue par les matrices congrues a I'identite modulo 2. D'autre part, les 
singularites de a_D et a ne peuvent provenir ici que de singularites des tores pour 
certaines valeurs de u. Ces singularites correspondent a des cycles evanescents sur 
le tore, et se produisent quand le discriminant du polynome P apparaissant dans 
(III.92) s'annule. De maniere generale, on pent recrire (III.92) comme 

3 

y^ = \{{x-e^{u)). (III.96) 

i=i 

Les proprietes modulaire des ej en fonction de r sont bien connus. Ce sont des formes 
modulaires de poids 2 sous F(2), et on pent les ordonner de telle maniere que 

ei(T + 1) = ei(T), e2(r + l) =e3(r), e3(r + 1) = e2(T), mj Q7^ 

ei(-l/r) = r2e2(r), e2(-l/r) = r^e^ir), e^i-l/r) = r^esir). ^'"'-^'^ 
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Le parametre 



e = ^ (III.98) 

ei - 62 



est done une fonetion modulaire (i.e. invariante) pour r(2). Le groupe de monodromie 
de toute famille de courbe ne dependant que du parametre k'^ sera done r(2). Afin 
de bien avoir deux singularites en u — ±A^, on prend pour la famille de courbes S„ 
1' ensemble 

y^= [x- A^) [x + A^) (x-u). (III.99) 

Le discriminant s'annule bien pour u = ±A^, et on a simplement k"^ = (■u + A^)/(2A^) 
ce qui montre que le groupe de monodromie est bien r(2). A partir de (IIL99) on 
trouve alors 

V2 r ydx V2 r ydx 

ou explicitement 

■ U-K^ ^(\ 1 „ Is? -u\ /— PK^/ 11. 2A2 \ 

a.(n) = , ^ f (2.2.2; ^) + v5(^Ta5) f(-2.2.1; 

a{u) = v/2(t. + A2)F(--,-,l; (IILlOl) 

en termes de fonctions hypergeometriques standards (I'entier He depend du choix 
du contour 71). Cette solution correspond bien a un dyon (ne, 1) de masse nuUe en 
u = +A^, car aD(A^) = nea(A^). 

Je finirai cette sous-section par une remarque sur la charge electrique physique 
portee par le "dyon" (rig, 1) qui devient de masse nuUe en u = +A^. Cette charge 
electrique pent etre calcule en etudiant les asymptotes de quand \u\ — > 00, en 
tenant compte des termes sous-dominant de I'ordre de a, puis en utilisant (L19) et 
(n.40). On obtient 

2i 

an = — nmCL^oga + Uga + 0{1), (IIL102) 

TT 

ce qui donne une charge electrique physique lorsque a e R 

Qe = 0. (IIL103) 



On a done bien a faire a un monopole magnetique, independamment du choix 
arbitraire de Ue- Le meme raisonnement montre que le soliton qui devient de masse 
nuUe en tt = — A^ est lui aussi de charge electrique physique nuUe. 
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> Generalisation aux theories (massives) avec quarks 

La generalisation de la discussion precedente au cas ou des quarks de differentes 
saveurs sont presents est relativement directe. Nous presenterons ici le cas Nf = 1, 
en renvoyant le lecteur a Particle originale de Seiberg et Witten (1994b) pour une 
discussion des autres cas. 

Pour trouver la structure des singularites, le plus simple est de se placer dans une 
limite ou le quark est de masse tres grande et oil la theorie ressemble alors beaucoup 
a la theorie de jauge pure. La fonction /5 (n.56) permet de relier I'eclielle Aq de la 
theorie de jauge pure a I'echelle Ai de la theorie ayant une saveur de quarks de masse 
nue m, 

A^ = mAf . (in. 104) 

Quand m » Ai, nous aurons en couplage fort (-u ~ A^) les deux singularites de la 
theorie de jauge pure, et en couplage faible {u ~ m^) une singularite supplementaire 
due au quark devenant de masse nuUe. Cette derniere singularite est simplement celle 
que nous avons deja rencontre dans les equations (11.76) et (11.77). Lorsque m — > 0, 
ces trois singularites vont se deplacer sur I'espace des modules, pour finalement se 
retrouver aux sommets d'un triangle equilateral quand m = 0, echangees par la 
symetrie chirale 1'4(4-Nf) = ^12 qui agit comme Z3 dans le plan des u. 

Avant de presenter la solution quantitative du probleme, il est tres utile de 
changer quelque peu les conventions que nous avons utilisees jusqu'ici, et de redefinir 
rig — > 2ne et a — > a/2. Ceci permet de ne travailler qu'avec des nombres rig entiers, 
tout en maintenant la forme de la relation fondamentale (IL40) par exemple. Dans 
ces nouvelles conventions, les quarks ont TT-e = ±1 et les bosons W ont TT-e = ±2. La 
courbe pour la theorie de jauge pure, qui remplace (IIL99), est alors 

y'^ = x'^{x-u) + ^A^x. (in. 105) 

II est tres utile dc chcrcher a interpreter physiquement la forme de cette courbe, et 
particulierement du polynome P — x'^{x — u) + AQa;/4. Tout d'abord, dans la limite 
Aq — > 0, on a un terme x'^{x — u) qui est cense decrire Paction effective a basse 
energie classiquement. Cette limite etant commune a toutes les theories etudiees, 
on pent s'attendre a ce que cette partie de la courbe se retrouve dans tons les cas. 
Le terme en AqX est une correction quantique non-perturbative. Sa forme aurait 
pu etre determinee directement a partir d' arguments tres generaux : la symetrie 
Z2 transformant u en —u doit aussi transformer x en —x et y en iy afin d'assurer 
I'invariance de la partie classique de la courbe ; les corrections d'instantons sont en 
Aq"' d'apres (11.59), et pour des raisons dimensionnelles seul un terme en Aq pent 
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intervenir dans le polynome P ; enfin dcs tcrmes en uAq ou en sont exclus si I'on 
ne veut que deux singularites sur I'espace des modules. 

Une analyse similaire pent etre menee quand Nf = 1. Si m = 0, les corrections 
d'instantons sont en Af d'apres (11.59) et (11.60), et done le seul terme correctif 
possible a x'^{x — u) est proportionnel a Af. Quand m 0, le meme genre d'argument 
montre que 

y"^ = x'^{x-u) + ^mAlx- ^Af. (III.106) 

Les coefficients numeriques dans (III. 106) sont determines en etudiant le flot du 
groupe de renormalisation (III. 104) vers la theorie de jauge pure (III. 105) ainsi que 
la position des singularites dans le plan des u, I'une correspondant au quark devenant 
de masse nuUe devant etre en m ~ quand m >> Ai. On pent ensuite verifier que la 
courbe (III. 106) a bien toutes les proprietes requises, et qu'en particulier les variables 
ttD et a, donnees ici par 

V2 r ydx r ydx 

ont les bonnes monodromies. 

Une caracteristique interessante de la solution quand m ^ est que la forme 
difi'erentielle de Seiberg- Witten a des poles avec des residus non-nuls. Par exemple, 
la forme differentielle 

A = -^^ (III.108) 

Att x^ ^ ^ 

utilisee dans (III. 107) a des poles en (a; = 0,y = ±^8) de residus 

1 =Fm 



reS(,=o,.=±i/8) - ^ 71 



(III. 109) 



On pent alors montrer que les transformations de SL(2,Z) seront en general accom- 
pagnees par une translation des variables an et a, ici par des multiples de m/-\/2, 
au cours d'une monodromie. Ceci est bien sur possible en raison de la presence des 
charges baryoniques S dans la charge centrale de I'algebre de supersymetrie. Ce 
phenomene pent etre mis en evidence explicitement pour la singularite due a un 
quark, en utilisant la formule (11.77). 
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4. Quelques consequences physiques 



> Condensation des monopoles et conBnement 

L'une des idees les plus elegantes connues qui permettent de comprendre, a un 
niveau qualitatif, I'origine du mecanisme de confinement des quarks, fait appel a 
une version duale de la supraconductivite ('t Hooft 1975, Mandelstam 1976). Dans 
le cas des supraconducteurs habituels, les paires de Cooper se condensent et brisent 
I'invariance U(l) electromagnetique dans la theorie effective decrivant le phenomene. 
Le photon prend alors une masse et le champ magnetique ne pent penetrer 
en volume dans le materiau supraconducteur que sur une longueur caracteristique 
de : c'est I'effet Meissner. Profondement a I'interieur du supraconducteur, le 

champ magnetique pent neanmoins, dans les supras appeles de type II, penetrer a 
travers des tubes de flux magnetique dit d'Abrikosov. Dans une version duale de 
la supraconductivite, les paires de Cooper chargees electriquement sont remplacees 
par des particules chargees magnetiquement, I'effet Meissner s'applique au champ 
electrique et les tubes d'Abrikosov sont des tubes de flux du champ electrique. 
Deux particules chargees electriquement reliees par un tel tube seraient liees par 
une force en R^, si R est la distance entre les particules, qui est caracteristique 
du confinement. Dans les cas vraiment realistes, le champ electrique est colore et 
plusieurs complications interviennent. Nous nous limiterons ici au cas des theories 
supersymetriques oil le groupe de jauge SU(2) initial est brise en U(l) le long d'une 
branche de Coulomb, comme nous I'avons presque toujours fait dans ce memoire. 
Les particules chargees magnetiquement susceptibles de se condenser et de briser 
I'invariance de jauge U(l) sont alors les monopoles ou les dyons que nous avons deja 
rencontres a plusieurs reprises. Ceci ne se produit evidemment pas dans les theories 
N = 2, mais un cas tres interessant a etudier correspond a celui oii on donne une 
masse nue M aux multiplets chiraux de la theorie, brisant N = 2 en N = 1. 
Dans le cas de la theorie de jauge pure, ceci revient a rajouter un superpotentiel 



au lagrangien (11.10). On pent alors se demander si cette theorie confine et si on pent 
mettre en evidence la condensation des monopoles et la brisure de la symetrie de 
jauge U(l). Au moins lorsquc M est faible, on pent s'attendre a ce que cette brisure 
puisse se decrire dans le cadre de Taction effective a basse energie qui est donnee 
exactement quand M = par (III. 101), et qui prend un terme supplement aire quand 
M ^ derivant du superpotentiel 



(III.llO) 



Weff = MU 



(IILlll) 
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ou U est le superchamp chiral associe a tr$^ dans Leff. Un tel superpotentiel seul 
ne provoquera pas de mecanismc dc Higgs. Cependant, il va lever la degcncrcscence 
du vide de la theorie. Comme nous I'avons discute en utilisant I'indice de Witten au 
debut de la section II. 2, la theorie n'a plus que deux vides quand M ^ 0, qu'il s'agit 
d'identifier dans la limite M ^ parmi I'lnfinite de vides de la theorie N = 2. Au 
stade oil nous en sommes, ceci n'est pas bien difficile. Pour que le confinement des 
charges electriques se produisent, nous avons besoin dans Taction effective de termes 
supplement aires en plus du superpotentiel Wefr- Ceci se produit bien sur au voisinage 
des singularites en tt = ±Aq dans I'espace des modules de la theorie N = 2. I\ faut 
alors inclure dans Lefj I'hypermultiplet correspondant au monopole (ou au dyon) 
devenant de masse nulle. Ceci est possible apres avoir effectue une transformation de 
dualite convenable afin d'assurer un couplagc local avcc le multiplet du photon. Dans 
le cas du monopole (0, 1), la transformation de dualite est simplement donnee par 

'5=(_°1 J) (111.112) 

et echange done par exemple A avec A^. Le superpotentiel effectif total est alors 

WefF = MU + V2HAdH, (III. 113) 

oil {H, H) est I'hypermultiplet du monopole. II est alors tres facile de calculer le 
potentiel scalaire a partir de (III. 113) au voisinage du point singulier u = oil 
= et de montrer que son minimum est atteint quand 

ce qui prouve le confinement. 

Pour terminer, je tiens a souligner les aspects Ics plus profonds et les plus 
interessants du raisonnement precedent. Tout d'abord, le confinement n'est possible 
dans la theorie = 1 que si des particules deviennent de masse nulle dans I'espace 
des modules de la theorie A = 2. Le nombre de singularites sur cet espace des modules 
est ainsi directement relie au nombre de vides de la theorie A = 1. Grace a la dualite 
electrique/magnetique, il est possible de donner une description de la physique au 
voisinage de ces points par une theorie effective faiblement couplee. Le mecanisme 
de Higgs perturbatif habituel permet alors de rendre compte du confinement des 
charges electriques, phenomene purement non-perturbatif du point de vue de la 
theorie microscopique. 
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> Condensation des monopoles et brisure de la symetrie chirale 

Dans les theories avec des saveurs de quarks, le meme genre de raisonnement que 
celui presente dans la sous-section precedente permet de demontrer le confinement 
des charges electriques. Mais dans ces cas, les monopoles et les dyons se transforment 
en general dans une representation non-triviale du groupe de saveur, en raison de la 
presence de modes zeros fermioniques portant des indices de saveur (pour plus de 
details, voir par exemple Ferrari (1997b)). La condensation des monopoles ou des 
dyons est done dans ces cas a I'origine de la brisure de la symetrie de saveur, en plus 
de jouer un role dans le confinement. Ceci amena Seiberg et Witten a postuler que 
la condensation des monopoles pourrait aussi, en QCD non-supersymetrique, etre a 
I'origine de la brisure de la symetrie chirale. 

> Theories abeliennes superconformes non-triviales 

Pour terminer cette deja longue introduction, je voudrais rcvenir sur la discussion 
qui nous a permis de trouver la structure des singularites de la theorie Nf = 1. En 
plus des deux singularites a I'echelle w ~ qui provenaient de I'analyse de la theorie 
de jauge pure, nous avions, pour m » Ai, une troisieme singularite a I'echelle 
u ~ due a un quark devenant de masse nuUe. D'autre part, lorsque m = 0, les 
trois singularites sont reliees entre elles par la symetrie Z3 agissant sur I'espace des 
modules. Ceci implique que les particules qui les provoquent ont toutes la meme 
charge magnetique, qui est fixee a = 1 en raison d'une relation de coherence 
semblable a (III.89). Ainsi, lorsque Ton varie m de m >> Ai a m = 0, le quark 
initial doit se transformer, a un moment ou a un autre, en monopole ! Dans Ferrari 
(1997b) il est montre que de telles transformations peuvent effectivement se produire, 
et ce de deux manieres differentes. L'une d'elle est largement utilisee dans Ferrari 
(1997b) pour obtenir des etats de charge magnetique quelconque dans les theories 
finies, et finalement prouver I'auto-dualite du spectre. L'autre, qui est celle qui doit 
necessaircment se produire dans les theories asymptotiquement libres pour des raisons 
expliquees dans Ferrari (1997b), necessite I'cxistence de points particuliers dans 
I'espace des parametres de la theorie pour lesquels plusieurs singularites coincident. 
On pent effectivement verifier que de tels points existent en utilisant la solution 
explicite (III. 106), ce pour 



= ^^3Ai, 



u 




(III.115) 



oil zs est une racine troisieme quelconque de I'unite. L'existence de trois points 
est bien sur directement relie a la symetrie Z3 de la theorie m = 0. Comme les 
particules qui deviennent de masse nuUe sont mutuellement non-locales, il n'existe 
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pas de lagrangicn cffcctif local au voisinage de ces points. La decouvcrtc dc tcls 
points et leur interpretation physique, dans la tlicorie de jauge pure de groupe de 
jauge SU(3), remonte a Particle d'Argyres et Douglas (1995). Les points non-locaux 
des theories SU(2) que nous discutons ont ete quant a eux decouverts par Argyres et 



L'interet majeur des theories a basse energie en ces points est qu'elles constituent 
tres probablement des exemples de theories superconformes en interaction d'un type 
nouveau. La caracteristique tres remarquable de ces theories est qu'elles ne contien- 
nent pas de bosons de jauge non-abeliens susceptibles d'apporter une contribution 
negative a la fonction (3. Dans les cas que nous avons explicite pour iV/ = 1, ces 
theories decrivent le couplage d'un quark (1,0) et d'un monopole (0,1) (ou plus 
generalement d'un dyon (ne, 1)) au photon. On pourrait se demander si d'autres 
particules ne deviennent pas de masse nuUe en ces points. Pour repondre a cette 
question, il est necessaire d'etudier le spectre des theories massives, ce qui depasse 
largement le cadre de notre discussion (voir Bilal et Ferrari 1997). Je me limiterai 
ici a une explication heuristique, due a Argyres et Douglas (1995), permettant de 
comprendre le fait que I'on pent avoir une theorie superconforme en ne couplant 
que des hypermultiplets au photon. Le point important est que ces hypermultiplets 
correspondent a des particules mutuellement non-locales. Considerons le cas d'une 
theorie contenant un quark (1, 0) et un monopole (0, 1). La contribution du quark a 
la fonction {3 de la theorie abelienne est donnee par (11.75) et pent etre resumee par 
r equation 



La contribution du monopole n'est pas evidente a evaluer a priori. Habituellement, 
par exemple dans les theories de jauge non-abeliennes, on ne tient pas compte des 
solitons pour calculer (3. Ceci est du au fait que, dans la limite du couplage faible, ce 
sont des objets a la fois etendus et tres massifs. Les echelles d'energie superieures 
a leur masse M ou ils pourraient effectivement contribuer aux variations de la 
constante de couplage correspondent a des distances beaucoup plus petites que leur 
taille caracteristique, qui est de I'ordre l/M^^ » 1/M si Mw est la masse des 
bosons de jauge lourds. Mais dans le cas qui nous interesse, la situation est justement 
inversee. Nous sommes dans un regime de couplage fort oil Mw ~ Ai et ou les 
monopoles sont de masse nulle. Nous considererons alors que la contribution a la 
fonction /3 des monopoles pent etre calculee en utilisant encore une fois la dualite 
electrique/magnetique, selon laquelle (IIL116) implique que 



al. (1996). 




(IIL116) 




(in.ll7) 
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si td = —1/^- En exprimant tout par exemple avec la constante r, on obtient 

^ = +(^) =-f(i + -^). (ni-"8) 

monopole 

Ceci montre qu'il existe bien un point fixe du groupe de renormalisation, stable qui 
plus est, tel que 

Tc = i. (III. 119) 
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